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Das Kecht der Übersetzung in fremde Sprachen wird vorbehalten. 



Vorwort. 



Die hier in einem Bande vereinigten fünf Abhandlungen sollen 
eine Ergänzung zu meinem Lehrbuehe der Potentialtheorie bilden. 
Die allgemeine Potentialtheorie ist zu einem gewissen Abschluss 
gelangt, die Existenztheoreme für die von der mathematischen 
•Physik gestellten Probleme sind in einer wohl allen Anforderungen 
der Strenge genügenden Form bewiesen, und die zur Lösung der 
Probleme bereitgestellten Methoden liefern uns alle Aufschlüsse^ 
die wir überhaupt, solangtj wir nicht zu speciellen Aufgaben über- 
gehen, erwarten können. 

Das Studium dieser Arbeiten wird vielleicht erleichtert wer- 
den, wenn ich hier kurz die charakteristischen Merkmale meiner 
Behandlungsweis'e der Potentialtheorie hervorhebe und die er- 
langten Resultate zusammenstelle. Der wichtigste und in seinen 
Folgen weittragendste Unterschied gegen die früheren Methoden 
ist, dass ich von den elementaren auf die Kugelfläche (den Kreis) 
bezüglichen Problemen nicht (wie es bisher gebräuchlich war) zu 
geschlossenen Flächen (Kurven) übergehe, welche überall kon- 
vex sind, sondern sogleich zu der allgemeineren Klasse, welche ich 
als konvex in bezug auf einen inneren Punkt bezeichnet 
habe; es sind dies Flächen (Kurven), innerhalb deren sich ein 
Punkt von solcher Beschaffenheit angeben lässt, dass keine 
durch gelegte Grade Tangente der Fläche (Kurve) sein kann. 
Die Untersuchungen für solche Flächen (Kurven) gestatten schliefs- 
lich, zu den allgemeinen Problemen überzugehen, welche sich auf 
ganz beliebige geschlossene, stetig gekrümmte Flächen (Kurven) 
beziehen, mit Hilfe der drei folgenden Bemerkungen: 

1. Jedes genügend kleine Stück einer beliebigen geschlossenen, 
stetig gekrümmten Fläche (Kurve) kann zu einer geschlossenen, 
stetig gekrümmten, in bezug auf einen inneren Punkt konvexen 
Fläche (Kurve) ergänzt werden. 
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2. Das Innengebiet jeder beliebigen geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche (Kurve) lässt sich durch eine endliche Anzahl 
übereinandergreifender Gebiete bedecken, deren Grenzflächen 
(Kurven) in bezug auf je einen inneren Punkt konvex sind. 

3. Das Innengebiet jeder beliebigen geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche (Kurve) lässt sich aus einer endlichen Anzahl 
von Gebieten zusammensetzen, deren Grenzflächen (Kurven) 
in bezug auf je einen inneren Punkt konvex sind. 

Mit Hilfe der beiden ersten Bemerkungen gestatten die Me- 
thoden des alternierenden Verfahrens die allgemeine Lösung des 
Dirichletschen Problemes (der ersten Randwertaufgabe), sobald 
dasselbe für Flächen (Kurven) gelöst ist, die in bezug auf einen 
inneren Punkt konvex sind (Abhandlung 1). Die dritte Bemer- 
kung ist von grundlegender Bedeutung für die strengen Beweise 
der wichtigen Hilfssätze, Abhandlung 3, S. 13, Abhandlung 4, S. 6, 
52, Abhandlung 5, S. 18, 25, welche zur Lösung aller von der 
mathematischen Physik der Potentialtheorie und der Theorie der 
Dififerontialgleichung: 

^ü + k92U = f 

gestellten Randwertaufgaben hinführen.*) 



*"! 



■) Solange man im Kaum überall konvexe Flächen als Elemente 
benutzte, suchte man sich bei dem Übergänge zu allgemeinen, stetig ge- 
krümmten Flächen oft mit der Bemerkung zu helfen, dass man jeden ge- 
nügend kleinen Teil i2| irgend einer stetig gekrümmten Fläche durch eine 
Transformation nach reciproken Kadien, wenn man den Centralpunkt nahe 
genug an der Fläche annimmt, in ein nach einer Seite überall konvexes 
Flächenstück verwandeln kann, dass man daher mit Hilfe einer Transformation 
nach reciproken Radien ein von Sl^ und einer Kugelfläche (Ri) begrenztes 
Gebiet in ein von einer überall konvexen Fläche und einer Kugelfläche 
begrenztes Gebiet verwandeln kann; bei den Betrachtungen in der Ebene 
kann diese Bemerkung in einigen Fällen aus besonderen Gründen zum Ziele 
führen, die ich hier nicht eingehend ausführen möchte (man vgl. hierzu die 
interessante Arbeit von E. Neumann, Math. Ann. 1901), im Räume liegen 
die Verhältnisse aber sehr viel schwieriger, und es ist hier vielfach 
übersehen worden, dass das transformierte Gebiet i2| (Ri) zwar 
von zwei überall konvexen Flächenstücken begrenzt wird, die 
aber als Ganzes im allgemeinen keine geschlossene, überall 
konvexe Fläche darstellen, man mag die Transformationen 
anstellen, wie man wolle. Alle diese Schwierigkeiten werden durch 
die Anwendung der in bezug auf innere Punkte konvexen Flächen (Kur- 
ven) als Elemente in der Ebene und im Räume in gleicher Weise gehoben. 
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Der erste Schritt auf diesem Wege war die Ausdehnung der 
Neumannschen Methode des arithmetischen Mittels auf Flächen 
(Kurven), welche in bezug auf einen inneren Punkt konvex sind. 
Die Methode liefert uns die Lösungen Ui und Ua des Dirichlet- 
schen Problemes für den Innen- und Aufsenraum solcher Flächen 
CO (ich bemerke, dass für die Untersuchungen in der Ebene ana- 
loges gilt) bei den Randwerten f (resp. f + C) in der Form 

Ui = S(-iy(2Bj-2C), 
1 

1 

wenn C eine Konstante vorstellt und: 

1 f cos (ry) , 

Ol 

2ßj = 4^j'(2Bj-i,a + 2Bj_M)^'^da,, (j = 2,3...) 

unter iVnwendung derselben Bezeichnungen, wie in meinem Lehr- 
buch der Potentialtheorie. 

Eine ähnliche Methode (die Methode von Robin) führt zur 
Lösung der zweiten Randwertaufgabe, bei der die normalen Ab- 
leitungen f von Ui und Ua an (o gegeben sind: 

00 



CO 
Ua=2^(-l)j-^»j, 

u 



wo: 



. _ 1 ff da) 



0) 



^- ir^*+^%^)?.ö-.^-) 



O) 
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bei der Voraussetzung: 



I 



O) 



f dw = 0. 



Die klassische, von C. Neumann für überall konvexe Flächen 
entdeckte Beweismethode konnte bei der allgemeinen Klasse der 
in bezug auf einen inneren Punkt konvexen Flächen nicht mehr 
zum Ziele führen, ich konnte mich aber auf eine andere, wohl 
zuerst von Schwarz in seiner berühmten Festschrift angewandte 
und dann vor allem von Poincare ausgebaute Methode stützen, 
welche sich auf die Untersuchung der über den Innen- (Aufsen)- 
raum zu erstreckenden Integrale: 



resp. 



i(a) 
i(a) 



'H^r 



dr, 



2 /eSBj^2 



öy 






dr 



bezieht. 

Ist die Konvergenz der Reihen: 

2iii(a), . . . 
Toi(a)» Tii(a), . . . 



in der Form: 



'VJiCa) • • • 
•*• j i (a) • • • 



a) 2;ji(a) 

b) Tji(a) 



A.^2j^ 



A endlich, 

^ echter Bruch 



bewiesen, so kann man auch stets die Gültigkeit der Neumann- 
Robinschen Methoden folgern. 

Poincare hat in seiner Abhandlung „la methode de Neumann 
et le Probleme de Dirichlet" (acta mathematica 1895) die Formel a) 
unter den Voraussetzungen bewiesen 

1. dass die Existenz einer Lösung*) des Dirichletschen Pro- 
blems (das Princip von Dirichlet) bereits auf andere Weise be- 
wiesen sei; 



*) Und zwar einer Lösung ü von solcher Beschaffenheit, dass die Integrale 



m 



einen Sinn haben. 



i(a) 



Hw>m> 
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2. dass eine gewissen Stetigkeitsbedingungen genügende 
Transformation existiert^ welche den Innen- (Aufsen-) räum der 
Fläche « in den Innen- (Aufsen-) räum einer Kugelfläche abbildet 
(Transformation von Poincare), abgesehen von Stetigkeitsvoraus- 
setzungen über f und seine Ableitungen; für den Beweis der 
Formel b) (die Gültigkeit der Robinschen Methode) braucht 
Poincare die Voraussetzung des Dirichletschen Princips 
nicht. 

In meinem Lehrbuch der Potentialtheorie habe ich gezeigt, 
dass für Flächen, welche in bezug auf einen inneren Punkt konvex 
sind, eine Poincaresche Transformation leicht anzugeben ist, und 
ich habe überdies auch den Beweis der Neumannschen Methode 
von dem Dirichletschen Princip unabhängig gemacht, indem ich 
die Neumannsche Methode auf die Robinsche zurückführte, durch 
den Nachweis, dass die Funktionen: 

r SBj + 1 + SBj im Aufsenraume, 
Wj = { 

l SBj 4- 1 — SBj im Innenraume 

Glieder einer Robinschen Reihe sind. Die Korrektheit des im 
I. Bande etwas kurz abgemachten Schlusses von der Konvergenz 
der Wj Reihen auf die Konvergenz der SBj Reihen habe ich 
im II. Bande (und schon vorher in einer Note in den Comptes 
rendus, 1900) ausführlich durch den Nachweis dargelegt*), dass 
die Formel: 



m)'^iwh^)'] 



dr :^ A • ^ 



i(a) 
eine Folgerung der Formel: 



i(a) 



*) In etwas anderer Weise hat C. Neumann (Math. Ann. 1900) diesen 
Punkt erledigt. 
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ist. Diese Resultate waren unmittelbar auf alle Flächen aus- 
zudehnen, für welche Transformationen von Poincare existieren*). 

In der Ebene kann man, wie ich im II. Bande meines 
Lehrbuches gezeigt habe, für beliebige, stetig gekrümmte Kurven 
(ohne Singularitäten) Poincaresche Transformationen finden und 
damit die Neumann -Robinschen Methoden für beliebige, stetig 
gekrümmte Kurven beweisen; in der zweiten der vorliegenden 
Abhandlungen habe ich dieses Resultat auch für mit Ecken 
behaftete Kurven bewiesen, die ein einfach oder mehrfach zu- 
sammenhängendes Gebiet in der Ebene oder auf einer Riemann- 
sehen Fläche mit einer endlichen Anzahl von Blättern begrenzen. 
Im Räume stellen sich dem allgemeinen Beweise der Existenz 
Poincarescher Transformationen mancherlei Schwierigkeiten ent- 
gegen, und erst der Satz von Zaremba hat es ermöglicht, die 
Neumann -Robinschen Methoden auf beliebige, stetig gekrümmte 
Flächen w auszudehnen (Abhandlung 5), worauf ich erst weiter 
unten eingehen werde. 

Im Räume haben wir daher zunächst nur das Resultat, dass 
die beiden ersten Randwertaufgaben durch die Neumann-Robin- 
schen Methoden ihre Lösung finden für Flächen, welche in bezug 
auf einen inneren Punkt konvex sind. Was die Voraussetzungen 
anbetrifft, welche wir dabei über die Randwerfe f zu machen haben^ 
so habe ich in dem ersten Bande meines Lehrbuches bei der 
Lösung des Dirichlet^chen Problemes rafSer der (abteilungsweisen) 
Eindeutigkeit und Stetigkeit der Randwerte noch gewisse Voraus- 
setzungen über die Ableitungen derselben zu gründe gelegt. 



*) W. Stekloff hat in einer Note in den Comptes rendus 1899 darauf 
hingewiesen, dass der Poincaresche Beweis für dieRobinscheMethode 
der Voraussetzung der Poincar^schen Transformation entbehren kann, wenn 
allgemein für jedes Potential V einer Belegung der Fläche w von der Ge- 
samtmasse null bewiesen ist, dass der Quotient: 






a 



endlich und von null verschieden ist. Er hat später (C. R. 1900) dieses 
Resultat auch auf die Neumannsche Methode ausgedehnt. 
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Durch drei wichtige Hilfssätze,*) welche ich der Abhandlung 1 
vorangestellt habe, ist es mir gelungen, mich von diesen Voraus- 
setzungen über die Ableitungen der Randwerte ganz unabhängig 
zu machen und lediglich die (abteilungsweise) Eindeutigkeit und 
Stetigkeit der Randwerte f zu gründe zu legen. Die Lösung des 
Dirichletschen Problemes gelingt nun mit Hilfe der Schwarzsehen 
Methoden des alternierenden Verfahrens für ganz beliebige, stetig 
gekrümmte Flächen**) co bei ganz beliebig vorgeschriebenen (ab- 
teilungsweise) eindeutigen und stetigen Randwerten f. Diese 
Untersuchungen geben uns auch alle Mittel in die Hand, um das 
Verhalten der Ableitungen unserer Lösungen des Dirichletschen 
Problems in der Nähe der Fläche co zu studieren und ein wich- 
tiges von Liapounoflf in seiner hervorragenden Arbeit ^sur cer- 
taines questions qui se rattachent au probleme de Dirichlet** 
(journ. de math. 1898) gegebenes Kriterium zu verallgemeinern, 
nach welchem das Verhalten der Ableitungen des Integrales 



I 



cos (rv) 
f T-^ d« 



r- 

0) 



für das Verhalten der Ableitungen jener Lösungen des Dirichlet- 
schen Problems mafsgebend ist.***) Die erwähnten drei Hilfssätze 
gestatten dabei eine sehr wesentliche Vereinfachung (Abhandlung 1^ 
S. 33—34; II. Bd. meines Lehrbuches S. 243—246) meiner frü- 
heren Beweise (Math. Ann. 1900). — Ich hoffe, dass die vor- 
stehenden Bemerkungen genügen, um einen ungefähren Überblick 
über die Resultate der Abhandlungen 1 und 2 und ihr Verhältnis 
zu meinen früheren Arbeiten zu geben und komme nun zu den 
Abhandlungen 3 — 5. Ich bemerke hier zunächst, dass es wün- 
schenswert ist, das Studium der Abhandlungen 4 und 5 dem der 



*) Dieselben sind bereits in einer Note in den Comptes rendus 1£00 
enthalten, und die Analoga in der Ebene finden sich im zweiten Bande 
meines Lehrbuches S. 205 ff. 

**) Oder auch Flächen, die sich nur aus einer endlichen Anzahl stetig 
gekrümmter Flächenstücke zusammensetzen. 

***) Die Untersuchungen von Liapounoff beziehen sich auf Flächen^ 
für welche bereits die Konvergenz der Neumannschen Reihe in der Form: 

, -^ = ^ i / A endlich, \ 
Hbs. äBj < A • .4> (^ ^^^^^^. ß^.^^ J 

nachgewiesen ist. 
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Abhandlung 3 voranzustellen,*) obwohl die letztere zeitlich vor- 
angegangen ist. 

um im Räume zur allgemeinen Lösung der zweiten Rand- 
wertaufgabe und der übrigen von der mathematischen Physik 
gestellten Probleme zu gelangen, ist die Methode des arithmeti- 
schen Mittels, wenn ihre Ausdehnung auf beliebige, stetig ge- 
krümmte Flächen gelingt, jedenfalls das beste Hilfsmittel, und 
diese wichtige Ausdehnung kann nunmehr, nachdem durch die 
vorher besprochenen Methoden nicht blofs die Existenz 
der Lösungen des Dirichletschen Problemes für belie- 
bige, stetig gekrümmte Flächen sicher gestellt, sondern 
auch alle die Ableitungen solcher Lösungen, der Green- 
schen Funktion etc. betreffenden Kriterien gewonnen 
sind, mit Hilfe von Methoden erreicht werden, von denen 
Poincare zuerst in seiner genialen Arbeit „sur les equations de 
la physique math^matique" (Rendiconti del circolo Matematico di 
Palermo 1894) ein Beispiel gegeben hat, bei Gelegenheit des 
Problemes : 

J\] + kU = f, im Innern von w 

U = 0, an 0}, 

welches wir in Abhandlung 4 in der erweiterten Form: 

JU -{k(f*^\J = f, im Innern von «, 
ü = , an 0) 
behandeln. 

Alle auf die Lösung des Problemes bezüglichen Fragen, 
Existenz, Eindeutigkeit der Lösungen, Existenz einer Zahlenreihe: 

k k k. 

für welche die Lösungen ausarten, und denen Funktionen Uj von 
der Beschaffenheit: 

J\]} + kj(p^\Jj = 0, im Innern von « 
Uj = 0, an « 

(Poincares harmonische Funktionen) entsprechen, beruhen vor 
allem auf dem Beweise eines Theoremes, des Hilfssatzes S. 6, 
Abhandlung 4, das von Poincare nur für überall konvexe Flächen 



*) Mit Ausnahme der Unters. Abhandlung 4, S. 50—55, welche erst 
nach Abhandlung 3 zu erledigen ist. 
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oder Flächen von solcher Beschaffenheit bewiesen wurde, dass 
ihr Innenraum in Teilräume mit überall konvexer Begrenzung 
zerlegt werden kann. Durch die Zerlegung in Elemente mit 
Grenzflächen, welche gegen je einen inneren Punkt konvex sind, 
gelingt wieder die Verallgemeinerung des Poincareschen Satzes. 

Wie diese Untersuchungen auch auf Aufsenräume übertragen 
werden können, ist in Abhandlung 5, S. 6 Anmerkung, kurz an- 
gedeutet. 

Was nun für das letztgenannte Problem der Poincaresche 
Satz (S. 6, Abhandlung 4) ist, ist das Theorem von Zaremba*) 
(S. 18, Abhandlung 5) oder vielmehr eine Modifikation desselben 
(S. 25, Abhandlung 5) für das Problem 

^/U = 0, im Innen- und Aufsenräume, 
dp ?jp \dv dp ) j. an «. 

Alle auf dieses Problem bezüglichen Fragen, Existenz, Ein- 
deutigkeit der Lösungen, Existenz einer Zahlenreihe: 

1 ^ • . • ^j • • • , 

für welche die Lösungen ausarten, und denen Funktionen (Z>j von 
der Beschaffenheit: 

^(2)j = 0, im Innen- und Aufsenräume, 
dv dv H ö^ ^^ y ?an «, 

(Poincares Fundamentalfunktionen**) entsprechen, beruhen auf 
dem Beweise des modifizierten Zarembaschen Satzes (S. 25, Ab- 



*) S. Zaremba, Krak. Anz. 1901 in seiner hervrorragenden Arbeit: 
sur la th(^orie de l'^quation de Laplace et les methodes de Neumann et 
Eobin. 

**) Poincare hat diese Funktionen zum erstenmale eingeführt (acta 
mathematica 1895, sur la m^thode de Neumanil et le problöme de Dirichlet). 
Es sei hier nur kurz erwähnt, dass die Funktionen; 



f , cos (r 



am 



u> 
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handlung 5). Diese Untersuchung erlangt dadurch eine ganz 
besondere Wichtigkeit, dass aus derselben gleichzeitig der Beweis 
der Konvergenz der Robinschen Reihe und damit auch die Gültig- 
keit der Neumannschen Methode des arithmetischen Mittels für 
ganz beliebige, stetig gekrümmte Flächen gewonnen wird (Ab- 
handlung 5). 

Jetzt hat auch die Lösung der zweiten Randwertaufgabe, 
sowie auch der dritten Randwertaufgabe: 

^U = 0, im Innern von «, 

ÖU 



dy 



+ /y2u = f^ an « 



keine Schwierigkeit mehr (Abhandlung 3). Alle auf dieses Problem 
bezüglichen Fragen, Existenz, Eindeutigkeit der Lösungen, Existenz 
einer Zahlenreihe: 

1 2 * ■ * vj * * * 9 

für welche die Lösungen ausarten und denen Funktionen Vj von 
der Beschaffenheit: 

z/Vj = 0, im Innern von o). 



dp 



= -^j^^Vj, an ft) 



die Eigenschaft: 



ja ^ji jVja^^ji/'l 

1 



S'^'ja .9'''jl >»»'» 



haben und für das Problem: 

jU = 0, im Innen- und Aufsenraume, 

9Ug^ öU^ [> an w, 

ör dy 

dieselbe Eolle spielen, wie die Poincar^schen «/^j für obiges Problem. Die 
Betrachtungen lassen sich beide ohne Schwierigkeit auf den Fall ausdehnen, 
dass U der allgemeineren Differentialgleichung J\5 — ^2^ = zu genügen 
bat. (Vgl. S. Zaremba C. r. 1901.) 
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(die Le Royschen Fundamentalfunktionen des Innenrauraes von 
«*) entsprechen, werden mit Hilfe des Satzes (S. 13, Abhandlung 3) 
beantwortet, dessen Beweis wieder allgemein durch Teilung des 
Innenraumes von «o in Elemente mit in bezug auf je einen inneren 
Punkt konvexen Grenzflächen gelingt. Auch hier ist die Aus- 
dehnung auf Aufsenräume ohne Schwierigkeit, und es gelingt 
schliefslich auch die Behandlung der allgemeinsten Aufgabe für 
einen Innen- (Aufsen) räum: 

jU + ky^U = f, innen (aufsen) 

5^ + X0^U = F, an « 

op 

auf Grundlage des Hilfssatzes (S. 52, Abhandlung 4) in völlig 
analoger Weise.**) 

Man wird in meiner Behandlung aller dieser Probleme 
(Abhandlungen 3 — 5) eine durchgreifende Analogie finden, und 
ich hoflfe, die Übersicht durch die Wahl derselben Gedankenfolge, 
ja oft desselben Wortlautes für die Lösung der verschiedenen 
Probleme gefördert zu haben. — 



*) Ed. Le Roy hat in seiner These (Ann. de l'Ecole Normale 1898, sur 
l'integration des equations de la chaleur) zunächst nicht obiges Problem, 
sondern das folgende: 

jU = 0, im Innen- und Aufsenräume 

-^-^' = VÜ-f, I 
oy ov > an Ol 

Ua=Ui J 

behandelt und diesem entsprechend Fundamentalfunktionen Vj von der 

Beschaffenheit: 

jV; = 0. im Innen- und Aufsenräume 






an cii 



eingeführt, welche ich als Le Roysche Fundamentalfunktionen des 
ganzen Raumes mit der Trennungsfläche w bezeichnen möchte. 
Die Le Royschen Fundamentalfunktionen des Innenraumes in der obigen 
allgemeinen Form sind zuerst von W. Stekloff (C. R. 1899) eingeführt und 
ihre Existenz etc. für Flächen bewiesen worden, welcher seiner Anmerkung 
S. VIII genannten Bedingung entsprechen. 

**) Man vergleiche hierzu die Abhandlung von S. Zaremba über die 
sogenannten Fundamentalfunktionen. Krak. Anz. 1901. 
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Eine besondere Erwähnung mag schliefslich der Reihen- 
entwickelungen*) gethan werden, welche eine Verallgemeinerung 
der aus den Kugelproblemen sich ergebenden Entwickelungen 
(nach Laplaceschen Funktionen 

Yn r-, Yn 



fll-J-l 

und nach Besselschen Funktionen) für beliebige Flächen « dar- 
stellen. Was die Laplaceschen Funktionen für die Kugelfläche 
sind, das sind die 

Fundamentalfunktionen von Poincare und Le Roy 

für die allgemeinen Flächen «. Was die Ausdrücke 

für den Innen- und Aufsenraum der Kugelfläche sind, das sind 

die harmonischen Funktionen Poincares 

für den Innen- und Aufsenraum der allgemeinen Flächen «. Die 
auf« diese Entwickelungen bezüglichen Theoreme findet man in 
den III. Abschnitten von Abhandlungen 3, 4, 5; dieselben dürften 
für alle von der mathematischen Physik gestellten Probleme aus- 
reichen, wenn auch einzelne Voraussetzungen über die Stetigkeit 
der zu entwickelnden Funktionen und ihrer Ableitung noch einiger 
Einschränkungen fähig sein werden. 

Bei dem Übergang zu speciellen Flächen wird man sich jetzt 
manchen schwierigen Konvergenzbeweis sparen können; die Dis- 
kussion der Lösungen der Differentialgleichungen der mathema- 
tischen Physik ist wesentlich erleichtert, und die beiden Namen,^ 
an welche sich vor allem diese Fortschritte knüpfen, sind 

C. Neumann und H. Poincare, 

welche ich beide einst zu meinen Lehrern zu zählen das Glück 
hatte. 

Berlin, Oktober 1901. 



*) Man vgl. hierzu die vorher citierten Arbeiten von Poincare, LeRoy^ 
Stekloff; die Arbeiten von Stekloff sind kürzlich zusammenhängend in 
Charkow (russisch) erschienen. 
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jjas Dirichletsche Problem im Räume, welches die Auffindung 
je einer stetigen, allgemeinen Potentialfunktion*) des Innen- und 
Aufsenraumes einer stetig gekrümmten*^) Oberfläche « verlangt, 
denen vorgeschriebene, auf « eindeutige und stetige Randwerte f 
zukommen, ist bisher auf zwei verschiedenen Wegen in Angriff 
genommen worden. 

Die eine Methode geht davon aus, dass man stets eine 
eindeutige und stetige Funktion xp (x, y, z) des Innen - resp. 
Aufsenraumes von o» finden kann, die an « die Randwerte f be- 
sitzt, und sucht dann folgende Behauptungen zu beweisen: 

1. Man kann eine unendliche Folge von Polynomen 

Fj(x, y, z), j = l, 2... 

konstruieren, so dass 

Fj + i — Fj >0 
und 

Fj(x, y, z) = ^(x, y, z) + €j, 

wo 6j durch Vergröfserung von j unter jeden beliebigen Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden kann. 

2. Man kann die Lösungen 

des Dirichletschen Problemes finden, welche an « dieselben Rand- 
werte besitzen, wie die Polynome 

Fl, Fo, . . . 

*) Ich bediene mich derselben Bezeichnungen, wie in meinem Lehr- 
buche der Potentialtheorie, I. Bd. (Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung, 
Berlin 1899), S. 215, 220. 

**) d. h. es sollen die Richtungskosinusse der Normalen eindeutige und 
stetige Funktionen der Stelle (I »7 C) auf der Fläche sein und endliche erste 
Ableitungen haben, (ib. S. VIII.) 

1* 
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3. Es stellt dann die Reihe : 

V = Vi + (V3-Vi) + (V3-V2) + ... 

die Lösung des Dirichletschen Problemes dar, welche an « die 
Randwerte f besitzt. 

Die Behauptung 2 lässt sich durch die Balayage-Methode von 
Poincare*) oder auch durch eine Kombination der Methode des 
arithmetischen Mittels von G. Neiimann und der Methode des 
alternierenden Verfahrens von Schwarz beweisen, welche in diesem 
Falle nach einem von mir gegebenen Beweise anwendbar ist**), 
der Beweis der Behauptung 3 folgt nach einem Theorem von 
Harnack***); der der Behauptung 1 analoge Satz in der Ebene 
ist von Picardf) bewiesen worden, ein strenger Beweis dieser 
Behauptung im Räume ist mir aber bisher nicht bekannt, und 
es kann erst nach der Auffindung dieses Beweises die ganze 
Methode als eine wirkliche Lösung der gestellten Aufgabe be- 
zeichnet werden. 

Die zweite Methode beruht auf einer Bemerkung von 
F. Klein ff), nach welcher man jedes genügend kleine Stück der 
Oberfläche co durch eine Transformation nach reciproken Radien, 
wenn man den Centralpunkt genügend nahe an der Fläche an- 
nimmt, in ein überall konvexes Flächenstück verwandeln und 
somit durch die Kombination der Methoden von C. Neumann und 
Schwarz zur allgemeinen Lösung des Dirichletschen Problemes 
gelangen kann. 

Auch diese zweite Methode ist noch nicht völlig sicher gestellt, 
da die Giltigkeit der Schwarzsehen Methoden des alternierenden 
Verfahrens im Räume noch nicht — soweit mir bekannt ist — 
in derselben Allgemeinheit, wie in der Ebene, streng bewiesen 
ist. In dem ersten Bande meines Lehrbuches der Potential- 
theoriefff) habe ich dieselbe unter gewissen Restriktionen be- 



*) American Journ. of Math., Bd. 9. 

**) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, Satz XII a) und XIII a) S. 326 
und 330. 

***) Die Grundl. d. Th. d. log. Pot. (Teubuer) 1887, S. 66. 
t) Traite d'analyse (Gauthier Villars) 1891, Bd. I, S. 263 ; Bd. II, S. 102. 
tt) F. Pockels, Über die part. Dffgl. ^u + k2u = (Teubner) 1891, 
S. 262. 

ttt) S. 299-331. 
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wiesen, und die Methoden reichten in dieser Form aus, um die 
Lösung des Dirichletschen Problemes mit Hilfe der Methoden von 
C. Neumann und Schwarz in den Fällen zu geben, in denen die 
Lösungen Potentialfunktionen des betreffenden Gebietes sind, 
d. h. in denen auch die ersten Ableitungen der Lösungen in 
ganzer Erstreckung des Gebietes eindeutig und stetig sind. 

In der folgenden Arbeit werde ich nun eine Verallgemeinerung 
dieser Untersuchungen darlegen, den Beweis der Schwarzsehen 
Methoden im Räume in derselben Allgemeinheit, wie in der Ebene^ 
geben und ohne den Umweg des Kleinschen Kunstgriffes allgemein 
beweisen, dass man stets mit Hilfe der Neumannschen Methode 
und einer endlichen Anzahl Schwarzscher Operationen zur Lösung 
des Dirichletschen Problemes gelangen kann. 

Dieser Beweis lässt sich auch auf den Fall ausdehnen, dass 
sich die Oberfläche « aus einer beliebigen Anzahl stetig ge- 
krümmter Flächenstücke*) zusammensetzt, und dass die Rand- 
werte f auf w lediglich abteilungsweise**) eindeutig und stetig sind. 



I. Abschnitt. 

Eiiiis:e Sätze über die Werte des Potentials einer 

Doppelbele^ng eines stetig gekrümmten Flächen- 

stttckes 0) auf der Fläche selbst 

§1. 

I. Die Werte des über ein stetig gekrümmtes Flächen- 
stück w zu erstreckenden Integrales 



1 \ WT C cos (vp) , 
1) w = lx— A-^d«, 



r^ 

CO 



in dem x eine abteilungsweise stetige Funktion der 
Stelle (Sfjt) auf «, r die Entfernung und Richtung von 



*) Unter Ausschluss von scharfen Kanten und Spitzen. 
**) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 8. 
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d«(Ji7f) nach einem variabeln Punkte (xyz), v die posi- 
tive*) Normale von dw vorstellt, auf der Fläche selbst: 

2) W„ = y(W+ + W_)**) 

haben die Eigenschaft, dass für zwei Punkte (5i fii Ci) und 
(?2^2Q der Fläche in genügend kleiner Entfernung rj2 

3) abs. [W<„ (?2 ^2 Ca) - W«, (?i ^^ f^)] ^ a • abs. Max. (x) . V^', 

wo a eine endliche Konstante vorstellt und abs. Max. (x) 
den absolut gröfsten Wert, den x auf « annimmt. (Ist 
X auf m eindeutig und stetig***), so kann überdies a 
kleiner angenommen werden, als eine beliebig kleine, 
feste Konstante «.) 

Wir denken uns zum Beweise um den Mittelpunkt O der 
Geraden (?i ^yi Ci) ~ (?2^2Q ^^^^ Kugel mit dem Radius: 



P=«-Vri2, 

wo a eine beliebige endliche Konstante vorstellt. Die Schnitt- 
kurve q dieser Kugelfläche mit « zerlegt f) o» in einen Teil »i, der 
(?i ^1 ^i) und (I2 ^2 Q enthält, und einen Teil « — «1. 

Wir können ferner um eine Kugel mit einem endlichen 
Radius 

R = /S 

konstruieren, deren Schnittkurve a mit « die Fläche w in einen 
Teil cöj + (»2, der (?i 17^ ^J und (?2 ^2 ^2) enthält, und einen Teil 
ö> — «1 — (02 zerlegt und zwar so, dass auf m^ + «g sowohl für 
(?i ^1 ^1) ^Is auch für (?2 ^72 ^2)» überhaupt für jeden Punkt von «1 : 

cos(ri^) = r-F, 

wo F auf (»i H- «2 endlich ist (eindeutig und stetig, falls die ersten 
Ableitungen von cos (i^x), cos (vy), cos {vz) auf « eindeutig und 



*) Nach willkürlicher, aber ein für allemal bestimmter Festsetzung 
der positiven Seite von w. 

**) Lehrbuch der Potentialtheorie, I. Bd , S. 73. 
***) Die Fläche w in diesem Falle geschlossen, 
t) Bei genügend kleinem ri2. 
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stetig sind). Wir können daher in {iifjxti) und (?2%^2) ^^s 
Integral W«, so schreiben: 

„^ f cos (rv) , f cos (rv) , f ^ d« 

Cö — (»1 — «2 «2 *öi 

! 

Bilden wir nun die Differenz der Werte von W«, für (?i fji Ci) 

und (?2 % C2)» so ist der von dem ersten Integrale herrührende 

Teil dieser Differenz seinem absoluten Werte nach bei genügend 

kleinem r^a: 

^ endl. Konst. abs. Max. (x) • ri2, 

da die Punkte von « — (»i — 0)2 endliche Entfernungen von «j be- 
sitzen, somit die ersten Ableitungen von 1 — - in dem ersten 

Integrale für Punkte von «1 eindeutig und stetig sind. 

Der von dem zweiten Integrale herrührende Teil der Differenz 
ist seinem absoluten Werte nach 

-, ,, . abs. Max. (x) 
endl. Konst. — —^ • rjg, 



endl. Konst. abs. Max. (x) . Vri2'» 

cos fr*') 
da in den ersten tangentialen Ableitungen von 1 — - 

cos (vh) — 3 cos (ry) cos (rh) ,, ^ r- 1 t^- . . x 
^^ — 3—^^ — ^^ — - (h tangentiale Richtung) 

in dem zweiten Integrale 

cos (i'h) = r • f, cos (r*') = r • F 

gesetzt werden kann, wo f und F in «2 endlich*) sind, so dass 
die tangentialen Ableitungen des zweiten Iptegrales die Form er- 
halten : 

r 



I 



^"2 d^' 



«2 



WO U^ auf «2 endlich*) ist, und ihrem absoluten Werte nach 

,, TT L ^bs. Max. (x) 
endl. Konst. ^-^ 



*) Eindeutig und stetig, falls die ersten Ableitungen von cos(»'x), 
cos (i^y), cos (vz) auf a> eindeutig und stetig sind. 



8 — 



sind, wenn q die kleinste Entfernung des variabeln Punktes von 
ÜO2 vorstellt. 

Der von dem dritten Integrale herrührende Teil der Differenz 
ist seinem absoluten Werte nach 

endl. Konst. abs. Max. (x) • P*), 
endl. Konst. abs. Max. (x) • Vrj^. 



(Ist X auf « eindeutig und stetig und m geschlossen, « eine 
beliebig kleine, feste Konstante, so kann man, wenn x^ den Wert 
von X in einem Punkte (?o Vo ?o) ^^n «1 vorstellt, durch genügende 
Verkleinerung von T12 abs. (x — x^) auf «1 

^ endl. Konst. «^ 
machen und 

„ endl. Konst. ,/ — 1 

setzen, es folgt dann aus unserem Beweise, dass man durch ge- 
nügende Verkleinerung von 1*12 




. . cos (rv) - 



i<- 



«0) 



cos (rv) 



.2 



d(o 



<«Vri2 



CO 



(5t ^tW 



machen kann, somit auch 

abs. { W«, (?2 fi^ ?2) - W«, (?i fj, ^1)} ^^ V?^').**) 

§ 2. 
11. Die Werte des Flächenintegrales 



0) 



auf der Fläche selbst: 



W«, = -|-(W+ + W_) 

haben eindeutige und stetige, erste tangentiale Ab- 
leitungen, falls X die Eigenschaft hat, dass für zwei 



*) Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 39 (Formel 48). 
**) Man vgl. zu Satz I die Abhandlung von Liapounoff, sur certaines 
questions, qui se rattachent au probl^me de Dirichlet. (Journ. de math. 1898.) 
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Punkte (?2^2?2) und (?i 171 ?i) der Fläche « in genügend 
kleiner Entfernung r^g 

4) abs. {x(?2^2y-*(?i^i?i)}<a-rj2^-^ 

wo a eine endliche Konstante, X einen echten Bruch 

vorstellt. 

Wir bilden zum Beweise die Ableitung von W«, nach irgend 

einer tangentialen Richtung h in einem Punkte (?o fjQ Co) der 

Fläche «: 

öWa, f cos (vh) — 3 cos (rh) cos (rv) , 
— X i -5 da), 



-!■ 



öh J • r» 

CO 



f , ^ cos (vh) — 3 cos (rh) cos (rv) , 



(0 

wo wir unter x^ den Wert von x in (?o^o^o) verstehen. Wir 
teilen nun durch eine Kurve $ die Fläche « in einen Teil «j, 
der (?o i7q Q enthält und auf dem 

abs. (x — Xq) < a • r^"^, 

cos (vh) = r • f , 

cos (rv) = r • F, 

(f und F endlich auf «1), und einen Teil cö — «j, der von (?o^ofo) 
durch endliche Entfernungen getrennt ist, dann folgt die Be- 
hauptung, da das Integral 



i, 



d(o 



«1 



stets endlich ist und durch Verkleinerung von a>i unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann*). 

Zusatz zu IL Die ersten Ableitungen von W«, werden 
im besonderen auf « eindeutig und stetig sein, wenn 
für zwei Punkte (?2 ^2 Q und (?i 171 fi) der Fläche o) in ge- 
nügend kleiner Entfernung ri2: 



5) abs. ( X (?2 ^2 f 2) - 5« (?i ^1 ?i) } <: endl. Konst. Vri2 . 
Man braucht in der That in II nur ^ = — zu setzen. 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 392. 
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§3. 



III. Die Werte des Flächenintegrales 



W=fx^^^>d«, 



(0 



auf der Fläche selbst: 



W. = ^ ( W+ + W_) 

haben, falls die ersten Ableitungen von x auf co ab- 
teilungsweise eindeutig und stetig sind, erste tangen- 
tiale Ableitungen, denen die folgende Eigenschaft zu- 
kommt: Es ist' für zwei Punkte (?i ^i ^i) und (?2^2?2) der 
Fläche in genügend kleiner Entfernung r,2, wenn h eine 
in (?i ^1 fi) oder (?2^2C2) tangentiale Richtung vorstellt 
und die Fläche w geschlossen ist: 



6) abs. 



dW 



U) 



oh 



Äi^W 



8W 



Ol 



eh 



(5t tJt Ci) J 



WO b eine endliche Konstante bedeutet. Ist die Fläche « 
nicht geschlossen, so gilt dieses Resultat, solange man 
sich in endlicher Entferjnung von der Randkurve hält. 
(Sind die ersten Ableitungen von x, sowie von cos(i'x), 
cos(vy), cos (i'z) eindeutig und stetig, so kann b überdies 
kleiner angenommen werden, als eine beliebig kleine, 
feste Konstante s.) 

Zum Beweise bedienen wir uns der Formel*): 



dWto__C^x cos (rv) 



dh 



-I 



8h 



dcö 



(0 



C , 1 X f 8x cos (rx) dx cos (ry) dx cos (rz) ] , 

Jcos(vh) [ g^ -y+Y^ -^/^+Tc -r^r*»' 



(O 



aus der die Behauptung analog dem Beweise von I folgt, da 
wir wieder in den Gebieten »i und «g 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie Bd. I, S. 46 (Formel 59). 
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cos (vh) = r • f, 
cos (ri^) = r • F 

setzen können, wo f und F auf «i und «g endlich sind (ein- 
deutig und stetig, falls die ersten Ableitungen von cos (i'x), cos (vy), 
cos (vz) auf cö eindeutig und stetig sind). 



II. Abschnitt. 

Über allgemeine Potentialfunktionen mit 
abteüungsweise stetigen Randwerten. 

§ 1. 

Es sei nun (o eine geschlossene Fläche, die sich aus einer 

endlichen Anzahl stetig gekrümmter Flächenstücke zusammensetzt, 

und f eine abteilungsweise stetige Funktion der Stelle auf «; die 

Kurven, welche notwendig sind, um « in Teile zu zerlegen, auf 

denen 

f, cos (»'x), cos (i^y), cos(vz)*) 

eindeutig und stetig sind (Trennungskurven von <» in bezug auf f), 
mögen stetig gekrümmt**) sein oder sich aus einer endlichen An- 
zahl stetig gekrümmter Kurvenstücke zusammensetzen***). 

Kennen wir eine allgemeine Potential funktion U des Innen- 
resp. Aufsenraumes t von «, welche an « die Randwerte f besitzt, 
so werden wir, falls sie in der Umgebung der Trennungskurven 
und der Trennungspunkte die folgenden Eigenschaften hat: 

1. Konstruieren wir in der Normalebene eines Punktes P 
der Trennungskurven (in endlicher, im übrigen beliebig kleiner, 
fester Entfernung von den Trennungspunkten) um P als Centrum 
einen Kreis mit dem genügend kleinen Radius ^, der die beiden 



*) Unter v wollen wir von nun an stets die innere Normale von w 
verstehen. 

**) d. h. es sollen die Bichtungskosinusse der Tangente eindeutige und 
stetige Funktionen der Stelle auf der Kurve sein und endliche erste Ab- 
leitungen haben. 

***) Wir bezeichnen in diesem Falle die Punkte, in denen jene Kurven- 
stücke zusammentreffen, als Trennungspunkte der Trennungskurven und 
schliefsen Spitzen aus. 
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in der Trennungskurve zusammenstofsenden Flächenteile in den 
Punkten (?i fji fi) und (?2 % ^2) schneide, so soll für alle Punkte 
des in t gelegenen Teiles dieses Kreises 



''a) f(Ji?i?i)4-«i<U<::f(?2?2?2) + «2 



oder 



7b) f(?i^i?i)4-«i>;U>f(Ja%Q4-6, 

sein, wo «1 und «2 Gröfsen vorstellen, die durch Verkleinerung 
von Q unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden 
können. 

2. Konstruieren wir um einen Trennungspunkt der Trennungs- 
kurven als Gentrum eine Kugel mit dem genügend kleinen Radius q, 
der die Fläche « in einer Kurve g schneiden möge, so soll für 
alle Punkte des in t gelegenen Teiles dieser Kugel 



8) Min.f,-£^U<Max.f,4-£ 

ßein, wo -Beine positive Gröfse vorstellt, die durch Verkleinerung von 
Q unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann, 
.aussagen können, dass U die einzige allgemeine Potential- 
funktion des Gebietes v ist, der die Randwerte f an « und die 
genannten Eigenschaften in der Umgebung der Trennungskurven 
und Trennungspunkte zukommen. Es wird sich empfehlen, für 
solche allgemeine Potentialfunktionen, denen die genannten Eigen- 
schaften zukommen, einen besonderen Namen einzuführen, und 
ich glaube, es kann kaum zu Missverständnissen führen, wenn 
wir die Funktion U geradezu als die allgemeine Potentialfunktion 
des Gebietes t mit den Randwerten f bezeichnen*). 

§ 2. 
IV. Ist CO eine beliebige geschlossene Fläche, die 
sich aus einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter 



*) Eine besondere Art dieser allgemeinen Potentialfunktionen sind die 
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen; eine andere Art derselben sind 
die regulären, allgemeinen Potentialfunktionen, wie ich sie in meinem 
Lehrbuche der Potentialtheorie, Bd. I, S. 283 definiert habe, wenn man diese 
Definition in entsprechender Weise auch auf den Fall von Trennungspunkten 
ausdehnt, auf den ich dort nicht näher eingegangen bin. Ich bemerke bei- 
läufig, dass dieser letztere Begriff eine besondere Wichtigkeit hat, wenn 
man, wie bei den Greenschen Formeln, von Integralen über t zu Integralen 
über die Grenzfläche übergeht. 



A 
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Flächenstücke zusammensetzt, und x eine abteilungs- 
weise stetige Funktion der Stelle auf «, so sind die 
Randwerte Wi(a) des Flächenintegrales: 



w = r. '-^ d«, 



CO 



an der inneren resp. äufseren Seite von « abteilungs- 
weise stetig, und die Trennungskurven (resp. Trennungs- 
punkte) von CO in bezug auf Wi(a) sind dieselben, wie in 
bezug auf x. Es ist ferner W die allgemeine Potential- 
funktion des Innen- resp, Aufsenraumes mit den Rand- 
werten Wi(a). 

Sei zum Beweise «j eines der « zusammensetzenden Flächen- 
stücke, auf denen 

X, cos (vx), cos (vy), cos (vz) 

stetig sind, und Oj seine Randkurve. Der variable Punkt (x, y, z) 
bleibe stets an der inneren resp, äufseren Seite von «j (oder auf 
ein und derselben Fläche «j', welche mit «j die Kurve o} gemein 
hat), wir untersuchen das Integral 



'.=!■ 



W.=\x^^da, 



«j 



in der Nähe von öj. Sei q {q') die kürzeste Entfernung des 
Punktes (x, y, z) von oj und wir teilen coj in zwei Teile, «ji und 
«j — «ji> in solcher Weise, dass die Entfernungen des Punktes 
(x, y, z) von Wj — «j i sämtlich gröfser sind als 

P='dQ'^*\ (a endlich, ^ echter Bruch). 

Wir schreiben Wj in der Form: 

^j C cos (ri') - f. . cos (tv) , 

Wj=jXo— ^d«+J(x-Xo)— ^d« 

f , . cos (vp) j 



r 



*) resp. &q'^. 



— 14 — 

wenn Xq den Wert von x in irgend einem beliebig gewählten 
Punkte von co^i vorstellt. Der absolute Wert des zweiten Inte- 
grales kann dadurch, dass wir a genügend klein annehmen, kleiner 
gemacht werden, als eine beliebig kleine gegebene Gröfse, ferner 
können die tangentialen Ableitungen sowohl des ersten*), als 
auch des dritten**) Integrales bei genügend kleinem q {q') ihren 
absoluten Werten nach kleiner gemacht werden, als 

bp"^ (resp. b • q'~^), 

wo b eine endliche Konstante, X einen echten Bruch vorstellt. 
Diese Bemerkung zeigt, dass Wj an der inneren resp. äufseren 
Seite von «j (sowie auf Wj') auch bei unendlicher Annäherung 
an öj stetig bleibt, und damit ist zunächst der erste Teil des 
Satzes IV bewiesen, dass die Werte Wi(a) an der inneren resp. 
äufseren Seite von « abteilungsweise stetig und die Trennungs- 
kurven (resp. Trennungspunkte) von w in bezug auf Wi(a) die- 
selben sind, wie in bezug auf x. 

Um den Satz vollständig zu beweisen, haben wir noch zn 
zeigen, dass das Integral W in der Umgebung der Trennungs- 
kurven und Trennungspunkte die Eigenschaften 1 und 2 S. 11 — 12 
besitzt. 

Wir denken uns hierzu in einem Punkte P einer Trennungskurve 
(in endlicher, im übrigen beliebig kleiner, fester Entfernung von 
den Trennungspunkten) die Normalebene der Kurve und in dieser 
um P als Centrum einen Kreis mit dem genügend kleinen Radius p, 
der die beiden in der Trennungskurve zusammenstofsenden 
Flächenteile in den Punkten (?i ^i Ci) und (?2^2Q schneide; 
X sei ein variabler Punkt auf dem in r gelegenen Kreisbogen 
mit den Koordinaten (x, y, z). Bezeichnen wir mit Xj und x^ die 
Werte von x, wenn man sich dem Punkte P auf dem einen 



*) Zusatz 1 und 2 zu VII b), S. 90, Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I. 
**) Diese Ableitungen sind bei genügend kleinem q (q') ihren absoluten 
Werten nach jedenfalls 

^ endl. Konst. — < endl. Konst. q"^^ (resp. ^'~^''), 
so dass man nur J = — k zu setzen braucht. 
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Flächenteil «j resp. auf dem anderen Flächenteil «k unendlich 
nähert, und setzen wir: 

cos (rj^) 



9) W=Jx,^|^)d« + fx, 



d« + W, 



COi 



'3 «k 

SO ergiebt sich durch eine der kurz vorhergehenden Untersuchung 
analoge Betrachtung, dass die absolute Differenz der Werte von 
W auf dem Kreisbogen (5i fji Ci) X (f2^2Q durch Verkleinerung 
von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können; 
andererseits ist, da Xj und x^ Konstanten sind*): 



10) 



I" 



cos (rv) 



«j 



C COS(l 



(rv) 



«k 



d(ü 


— 




X 


dco 


— 




X 



-f' 



cos (rv) 



dco 



Wi 



= — 2 Xj gjj + Dl, 



(5i >lt C.) 



fcos (vp) , 
Xk— ^d« 



«k 



= 4-2 Xk 9)1 H-Da, 



(5, >l, C.) 



wenn (p^ den Winkel vorstellt, um den man die Richtung P (?i 171 f^) 
in das Innere von t hinein drehen muss, um die Richtung PX 
zu erhalten, und Dj D2 Gröfsen vorstellen, die durch Verkleinerung 
von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 
Die beiden Integrale sind, somit auch W, in bezug auf <p linear, 
wenn man von Gröfsen von der Art D, D2 absieht, und es folgt 
somit: 



oder 



IIa) W (?i fj, Ci) 4- ^1 ^ W (X, y, z) <: W {^, fj, C2) + ^2, 
IIb) W (?i fj, ?i) 4- fi ^ W (X, y, z) ^ W (§2 V2 Q + ^2, 



wo «1 und ^2 Gröfsen vorstellen, die durch Verkleinerung von q 
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 
Sei endlich P ein Trennungspunkt, in dem eine endliche An- 
zahl von Flächenstücken «j (»2 «'s . . . zusammentreffen ; wir kon- 
struieren um P als Centrum eine Kugel mit dem genügend 
kleinen Radius q, der die Fläche « in der Kurve g schneiden 
möge, und bezeichnen mit Xj Xg Xg . . . die Werte von x, wenn 
man sich dem Punkte P auf den Flächenstücken «1 w^ «3 . . . 
unendlich nähert. Setzen wir 



*) Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 88. 
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12) w=L£^d«+r 



cos (vv) , __, 

«2 ^F^ClcöH hW, 



«1 «2 



SO folgt wieder leicht durch eine dem ersten Teile des Beweises 
analoge Betrachtung, dass die absolute Differenz der Werte von 
W auf dem in z gelegenen Teile der Kugelfläche durch Ver- 
kleinerung von Q unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden kann; andererseits ist, da Xj Xg . . . Konstanten 
sind, wenn wir 

W,=j^)d«, 3 = 1,2,3... 

setzen, auf jenem Teile der Kugelfläche 

d 



13)*) 



dh 



C cos (tv) , d\V] 



«j 



V^ji COS (njih) 4- xfjj2 cos (nj2h) 

Q 



= *j 






wo h eine beliebige Richtung vorstellt, fti^j2die kürzesten Ent- 
fernungen des variabeln Punktes von den «j begrenzenden Kurven- 
teilen öji öj2, die in P zusammenstofsen, J^i ^j2 Gröfsen, die durch 
Verkleinerung von ^ji^j2 kleiner gemacht werden können, als 

a-^ji^-^ resp. a^j2^~^, (a endliche Konstante, X echter Bruch), 

VOi V'j2 Gröfsen, die lediglich von den Winkeln abhängen, welche 
P(xyz) mit den Tangenten von Oji und öj2 in P bilden**), und 
Uj 1 nj 2 die Richtungen, welche zu den Richtungen 

P (x y z) und Tangente von Oj i in P 
resp. 

P (x y z) und Tangente von Oj 2 in P 

senkrecht sind, wobei es für uns nicht darauf ankommt, ob wir 
alle diese Richtungen nach der einen oder anderen Seite positiv 
nehmen. 



*) Lehrbuch der Potential theorie, Bd. I, S. 375-378. 
**) d. h. unabhängig von q, falls man ^ als variabel annimmt. 
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Die Ausdrücke: 

S. y/j 1 cos (nj 1 h) + t//j2 cos (nj2 h) 
jx. _ 

sind die Ableitungen der Funktion 

14) W'=2j*ji'^^y^d« + const. 

nach der Richtung h, wenn wir mit S2^ das zwischen den Tan- 
genten von öji und 032 in P liegende ebene Gebiet bezeichnen. 
Sie unterscheiden sich bei genügend kleinem q nur um Gröfsen 
von der Form 






von den Ableitungen der Funktion 

cos (rv) 



S' 4 



d« + const., 
r- 





r2 



in der wir mit Oj das zwischen den Richtungen P Pj i und P Pj 2 
liegende ebene Gebiet bezeichnen (Pji und Pj2 die Schnittpunkte 
von öj 1 resp. öj 2 mit g)^ und deren Maxima und Minima auf g liegen 
müssen*). Es folgt so 

15) -fi4-Min.W/<W'^Max.W,' + f 

und somit auch: 

16) -£ + Min.W,^W(x,y,z)^Max.W,+ £, 

wo € und E durch Verkleinerung von q unter jeden beliebigen 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 
Nunmehr ist Satz IV vollständig bewiesen. 



*) Es folgt dies aus der Unabhängigkeit dieser Funktion von der Ent- 
fernung von P, mit ßücksicht darauf, dass diese Funktion eine Lösung der 
Laplaceschen Gleichung ist, und falls man die in 14) willkürlichen Kon- 
stanten für die in Betracht kommenden Eaumteile in geeigneter Weise wählt. 
Korn, Abhandl. 1. 2 
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Der soeben gegebene Beweis des Satzes IV enthält zugleich 
den Beweis für den folgenden 

Zusatz zu IV. Kann man die allgemeine Potential- 
funktion des Innen- resp. Aufsenraumes von «, welche 
an einem Teile «j der Fläche 10 die Randwerte null, an 
dem übrigen Teile «2 der Fläche « die Randwerte 1 be- 
sitzt, in der Form konstruieren: 

17) Wi (a) =J ^i (a) — ^^''^ d« (*) + const.j -yj, 

WO Xi(a) eine auf o) abteilungsweise stetige Funktion der 
Stelle vorstellt, so ist auf irgend einer Fläche <«)', welche 
a> in der Grenzkurve von «j und «2 unter von null (tt) ver- 
schiedenen Winkeln schneidet und sonst keine Punkte 
mit CO gemein hat: 

18) 0<Ui(a)^^<Cl, 

wo X einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von 
der Gestalt der Flächen 00 und «' abhängt. 

Der Zusatz bedarf eines besonderen Beweises nur, falls man 
sich der Grenzkurve auf w' unendlich nähert. Nähert man sich 
zunächst einem Punkte der Grenzkurve, der eine endliche, im 
übrigen beliebig kleine, feste Entfernung von den Trennungs- 
punkten der Grenzkurve besitzt, so ergiebt sich der Beweis mit 
Hilfe der Formeln 10) S. 15 aus dem zweiten Teile des Beweises 
von IV, nähert man sich einem Trennungspunkte der Grenzkurve, 
so folgt der Beweis aus dem dritten Teile des Beweises von IV, 
wenn man bedenkt, dass in den Formeln 15) S. 17 an Stelle des 
Zeichens < das strenge Zeichen < tritt, solange man auf einer 
Fläche «' bleibt, die co überall unter von null verschiedenen 
Winkeln schneidet. 



*) Im Falle des Aufaenraumes; auch H \ wenn Tq die Entfernung 

des variabeln Punktes von einem Punkte innerhalb « vorstellt. 



— 19 — 



III. Abschnitt. 

Über das allgemeine Dirichletsche Problem und 
seine Lösung für eine stetig gekrümmte Fläche, 
welche in bezug auf einen inneren Punkt konVex ist. 

§ 1- 

Wir wollen unter dem allgemeinen Dirichletschen Problem 
die Aufgabe verstehen, die allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
resp. Aufsenraumes einer beliebigen geschlossenen Fläche « zu 
finden, welche an der Fläche « die vorgeschriebenen abteilungs- 
weise eindeutigen und stetigen Randwerte f besitzt, und diese 
Aufgabe in diesem Abschnitte für irgend eine, stetig gekrümmte 
Fläche ft) lösen, welche in bezug auf einen inneren Punkt konvex 
ist, d. h. für welche ein Punkt innerhalb « so existiert, dass keine 
der Tangentialebenen von w durch diesen Punkt geht. 

In dem Falle, dass die Funktion f auf (o eindeutig und stetig 
ist und ihre ersten Ableitungen die Eigenschaft haben, dass für 
zwei beliebige Punkte (?i ^i Ci) und ($2 ^2 C2) der Fläche in ge- 
nügend kleiner Entfernung rx2 









WO h eine beliebige tangentiale Richtung, a eine endliche Kon- 
stante, X einen echten Bruch vorstellt, habe ich die Giltigkeit 
der Neumannschen Methode des arithmetischen Mittels durch 
einige Modifikationen einer Untersuchung von Poincare für solche 
Flächen « eingehend bewiesen; setzt man 



^ 1 r . cos {vv) 

^ 2nj r^ 



20) 



SB 



ij= + ^j(3Si-i.a + 2Bj_M)^^d«. Ü = 2,3...) 



a> 



so stellen die Funktionen: 

2* 



21) 
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1 

Ui = f;j(-iy(2Bj-2C), 
1 



die allgemeinen Potentialfunktionen des Aufsen- resp. Innenraumes 
vor, welche an der Fläche « die Randwerte 



resp. 



Ui=f, 



besitzen; dabei bedeutet C die Konstante, zu der die Reihe: 
Y { aBii + (83321 -28ii) + (SBsi - SB2i) 4- • • • f 

konvergiert.*) 

Mit Hilfe der Sätze I — III können wir dieses Resultat auf den 
Fall ausdehnen, dass f auf « lediglich abteilungsweise eindeutig 
und stetig ist. Es folgt successive aus diesen Sätzen, dass be- 
reits die Funktion 

22) F = -|-(283a + 2B3i) 

die Eigenschaft hat, dass für zwei beliebige Punkte (Ji % Ci) und 
(?2^2?2) d^r Fläche « in genügend kleiner Entfernung ri2 

abs. {^ (?2 V2 f 2) - -^-^ (?i ^1 f 1)} < a • Vi^, 

wo h eine beliebige tangentiale Richtung, a eine endliche Kon- 
stante vorstellt. Es stellen somit die Reihen 



23) 



00 



4 



00 



4 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 248 ff. 
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die allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes von « dar, welche an der Fläche « die Randwerte 



24) 



'Ih = + Y (SBaa + SBsi) - 2C 



besitzen. Es gelten nun die Formeln: 

r aBia-aBii = 2f, 

25) I SSSaa- 83321 = -(aBia + SBii), 
Wir addieren dieselben und dividieren durch 2, dann folgt: 

S33ia + a332a 4- aSäsa - y (SBaa + ^Zi) = f 

oder nach 24) 

26a) |a33i+SB2 + Sa3s + 0|a=f + C; 

multiplizieren wir andererseits die Formeln 25) resp. mit (+ 1), 
(— 1), (+ 1), addieren und dividieren durch 2, so folgt: 

- aSäii + S332i - SBsi 4- y (ffiaa + ffisi) = f 

oder nach 24): 

26b) I- (SBi - 2C) + (Saäa - 2G) - (SBa - 2G) 4- U^\i = f; 

die Formeln 26 a) und 26 b) zeigen mit Rücksicht auf 23), dass 
die Reihen 21) auch dann die Lösungen unseres Problemes dar- 
stellen, falls f auf « lediglich abteilungsweise eindeutig und 
stetig ist. 

Setzt man 

d(o 



=1 



r 

CD 



so kann man mit Hilfe der obigen Methode die allgemeine 
Potentialfunktion Ua des Aufsenraumes und die Konstante ® so 
bestimmen, dass an o» 



u»-e=f^, (©4=0), 



CO 
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und es wird dann 



Ht) 



c 



die allgemeine Potentialfunktion des Aufsenraumes sein, welche 
an CO die Randwerte G besitzt, somit: 

Ui 
resp. 



--iH"?) 



die Lösungen des allgemeinen Dirichletschen Problems bei den 
beliebigen abteilungsweise eindeutigen und stetigen Randwerten f. 

§2. 
Da die absoluten Werte von 

SBja und aBji-2G 

Glieder von konvergenten Reihen sind, können wir üi und U», so- 
wie Ua als Flächenintegrale von der Form 



^ 



oa 



x^^d« 



darstellen, wobei die Ui resp. Ua entsprechenden x auf « ab- 
teilungsweise eindeutig und stetig sind. 

Wir gelangen somit zu dem folgenden Satze: 

V.*) Mit Hilfe der Neumannschen Methode des arith- 
metischen Mittels kann man die Lösungen des all- 
gemeinen Dirichletschen Problemes für eine stetig ge- 
krümmte, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche« 
bei beliebig vorgeschriebenen, auf co abteilungsweise 
eindeutigen und stetigen Randwerten f in den Formen 
darstellen: 



*) Der Satz gilt allgemein für alle stetig gekrümmten Flächen oi, 
welche die Poincar^sche Transformation gestatten. (Vgl. Comptes rendus 1900, 
t. 80, p. J238.) 
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1 



COS (rv) - 



(0 

resp. 



f cos (ri') , . f 

\ ^a ^ u« + const. l 



do) 



r 

0» (O 



wo Xi resp. Xa abteilungsweise eindeutige und stetige 
Funktionen der Stelle auf « vorstellen. 



IV. Abschnitt.*) 

Über die Methoden des alternierenden Verfahrens 

Yon Schwarz,**) 

§1. 

Es sei a> eine geschlossene, stetig gekrümmte, in bezug auf 
einen inneren Punkt konvexe Fläche, «' eine zweite solche Fläche, 
welche « in einer aus einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter 
Teile zusammengesetzten Kurve a unter von null (tt) verschiedenen 
Winkeln schneidet und aufser dieser keine Punkte mit w gemein 
hat; wir bezeichnen die inneren Teile von a> und «' mit «g 
resp. «2'* die äufseren Teile mit «1 resp. «1'. 

Es sei weiter f eine abteilungsweise eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle auf der Fläche 

wir wollen zeigen, dass wir die allgemeine Potentialfunktion des 

Innenraumes von «1 a)/ konstruieren können, welche an diesen 

Flächen die Randwerte f besitzt: 

Es sei Ui die durch die Neumannsche Methode erhaltene 

allgemeine Potentialfunktion des Innengebietes von <» mit den 

Randwerten : 

27i a) Ui = f an «1 , 

27ib) Ui =0 an «2, 

*) Verallgemeinerung der Untersuchung, S. 299 ff. in Bd. I, Lehrbuch 
der Potentialtheorie. 

**) Ges. Abh., Bd. II, S. 133 C 
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dann ist, wenn T den absolut gröfsten Wert von f vorstellt: 

27i c) abs. Uj < r an «2 

und nach V und Zusatz zu IV: 

27i d) abs. u^ < r« A auf «2'» 

wo X einen lediglich von der Gestalt der Flächen <r und er' ab- 
hängenden echten Bruch vorstellt. 

Wir konstruieren weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die allgemeine Potentialfunktion u^' des Innenraumes von «' mit 
den Randwerten 

28xa) Ui' = f an »i', 

28ib) Ui' = Ui an «2', 
dann ist: 

28i c) abs. Ux' < r • A an «2', 

28i d) abs. Uj' < r an «2. 

Wir konstruieren weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode 

die allgemeine Potentialfunktion Ug des Innenraumes von 0» mit 

,den Randwerten 

Ug = f an «1, 

Ug = Ui' an «2? 



so dass: 



dann ist: 



272a) Ug — Ui=0 an«!, 
272b) U2 Ui = Ui' an «2» 

272C) abs. (u2 — Uj) < JT an «2, 



272 d) ^bs. (ug — Ui) < r« A an «2'. 

Wir konstruieren weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die allgemeine Potentialfunktion U2' des Innenraumes von «' mit 
den Randwerten 

U2' = f an «1', 

U2' = U2 an «2', 



so dass: 



dann ist: 



282a) U2' — Ui' = an «1', 

282 b) U2' — u/ = U2 — Ui an (»2', 

282 c) abs. (U2' — Ui') <Jr.i an (»2', 
282 d) abs. (u/ - u,') < rU^ an «2. 
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In dieser Weise gehen wir weiter und bilden die beiden 
unendlichen Reihen: 

29) u = Ui + (ua — Ui) + (ug — Ug) H , 

30) u' = Ui' + (Ua' - u/) + (Ug' - Ug') + • • • , 

dann ergiebt sich in bekannter Weise aus den Formeln 27) und 28), 
dass die gesuchte allgemeine Potentialfunktion im Innenraume 
von 0) durch die Reihe 29), im Innenraume von «' durch die 
Reihe 30) dargestellt wird. 

Wir bezeichnen dieses alternierende Verfahren, durch welches 
wir zu der Lösung der Aufgabe gelangen, als eine Schwarzsehe 
Operation und können den Satz aussprechen: 

Via) Sind « und «' zwei geschlossene, stetig ge- 
krümmte, gegen je einen inneren Punkt konvexe Flächen, 
die sich in einer (aus einer endlichen Anzahl stetig ge- 
krümmter Teile zusammengesetzten) Kurve a unter von 
null {n) verschiedenen Winkeln schneiden, und be- 
zeichnet man mit (t^ o*/ die äufseren, mit Cg 0*2' die inneren 
Teile von « «', so kann man mit Hilfe der Neumann sehen 
Methode und einer Schwarzsehen Operation die all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenraumes von «1 a)/ 
konstruieren, welche an diesen Flächen die beliebig 
vorgeschriebenen, abteilungsweise eindeutigen und 
stetigen Randwerte f besitzt. 

§ 2. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen und Voraussetzungen 
des vorigen Paragraphen wollen wir zeigen, dass man ähnlich 
auch das analoge Problem für den Innenraum von ta^ «2' t^^^ ^^' 
liebig vorgeschriebenen, an «2 «2' abteilungsweise eindeutigen und 
stetigen Randwerten f lösen kann. 

Man bilde mit Hilfe der Neumannschen Methode die allgemeine 
Potentialfunktion des Innenraumes von « mit den Randwerten 

Sl/a) Ui =f an «2, 
Ui = an (»1 , 

dann ist, wenn F den absolut gröfsten Wert von f vorstellt : 



31i b) abs. Uj <: r an (»2 
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und nach V und Zusatz zu IV: 

31iC) abs. Ui<r.i an «2'. 

Man bilde weiter mit Hilfe der Neuraannschen Methode die 
allgemeine Potentialfunktion u^' des Innenraumes von «' mit den 
Randwerten 

32i a) Ui' = f — Uj an «2» 

Ui' = an «1', 

dann ist: 



32ib) abs.Ui'<2r an V, 
32ic) abs. Ui'<2r-A an «2. 

Man bilde weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode die 

allgemeine Potentialfunktion U2 des Innenraumes von co mit den 

Randwerten 

U2 = f-- u/ an «2, 

U2 = an (»1 , 



so dass: 



dann ist: 



312a) U2 ~ Ui = — u/ an «2» 
U2 — Ui = an «1 , 

313b) abs. (U2 — Ui) <2r- A an Wg» 



3I2C) abs. (U2 — Ui)<:2/'-i^ an «2'. 

Man bilde weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode die 
allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von «' Ug' mit den 
Randwerten 

U2' = f— U2 an «2', 

U2' = an «/, 

so dass: 

322a) Ug' — Ui' = — (U2~ux) an a)^\ 

U2'--Ui' = an (»1', 

dann ist: 

322b) abs. (ug' - u/) < 2r. A2 an V, 



322C) abs.(u2'-Ui')<2r.-l3 an «2. 
In dieser Weise gehen wir weiter und bilden die Reihe: 

33) U = Ui +(U2 — Ui) 4-(U3 — U2) H 

+ Ui' H- (Ua' — u/) 4- (Ug' — U2') + • • •, 
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dann stellt diese Reihe die allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
gebietes von «2^2' dar, welche an diesen Flächen die Rand- 
werte f besitzt, wie in bekannter Weise aus den Formeln 31) 
und 32) folgt. 

"Wir erhalten den Satz: 

VIb) Wir können — im übrigen bei den Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen des Satzes Via) — mit 
Hilfe der Neumannschen Methode und einer Schwarz- 
sehen Operation die allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von «2 ^^a' konstruieren, welche an diesen 
Flächen die beliebig vorgeschriebenen, abteilungsweise 
eindeutigen und stetigen Randwerte f besitzt. 

§3. 

Genau analoge Methoden, wie sie durch die Untersuchungen 
von § 1 und 2 zur Konstruktion der allgemeinen Potential- 
funktionen eines Innengebietes abgeleitet wurden, lassen sich 
auch zur Konstruktion der allgemeinen Potentialfunktionen eines 
Aufsengebietes benützen; es gelten die folgenden Sätze: 

VIc) Wir können — im übrigen bei den Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen des Satzes Via) — mit 
Hilfe der Neumannschen Methode und einer Schwarz- 
sehen Operation die allgemeine Potentialfunktion des 
Aufsenraumes von «2 «2' konstruieren, welche an diesen 
Flächen die beliebig vorgeschriebenen, abteilungsweise 
eindeutigen und stetigen Randwerte f besitzt. 

VId) Wir können — im übrigen bei den Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen des Satzes Via) — mit 
Hilfe der Neumannschen Methode und einer Schwarz- 
sehen Operation die allgemeine Potentialfunktion des 
Aufsenraumes von «j «/ konstruieren, welche an diesen 
Flächen die beliebig vorgeschriebenen, abteilungsweise 
eindeutigen und stetigen Randwerte f besitzt. 

Der Beweis von VIc) ist völlig dem von Via), der Beweis 
von VId) völlig dem von VIb) analog. 
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V. Abschnitt. 

Über die Ei^änzung genügend kleiner, stetig ge- 
krümmter Flächenstücke zu geschlossenen, stetig 
gekrümmten, in bezug auf einen Inneren Punkt 

konyexen Flächen. 

§1. 

Wir wollen hier den folgenden Satz beweisen: 

VII. Bezeichnet (?o fjQ Q einen beliebigen Punkt eines 
stetig gekrümmten Flächenstückes, und denkt man sich 
durch die Schnittkurve g desselben mit einer Kugel (P) 
um (^QfjQ^o) als Centrum jenes Flächenstück in zwei 
Teile zerlegt, so kann man, falls man nur P genügend 
klein wählt, den (?o^oQ enthaltenden Teil zu einer ge- 
schlossenen, stetig gekrümmten, in bezug auf einen 
inneren Punkt konvexen Fläche ergänzen. 

Für den analogen Satz in der Ebene, die Möglichkeit der 
Ergänzung eines genügend kleinen, stetig gekrümmten Kurven- 
stückes, folgt der Beweis ohne weiteres daraus, dass man in 
einem Punkte (?o%) desselben die Normale v^ errichtet und auf 
derselben in genügend kleiner Entfernung von (J^ fjo) einen Punkt 
angeben kann, gegen den das Kurvenstück konvex ist; dass man 
in den beiden Randpunkten die Tangenten zieht und mit Hilfe 
dieser Tangenten und eines Kreisbogens (eventuell zweier Kreis- 
bogen und einer \yeiteren geraden Strecke) das Kurvenstück zu 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten, gegen den genannten 
Punkt konvexen Kurve ergänzt. 

Im Räume ist der entsprechende geometrische Beweis nicht 
so einfach; man kann zwar wieder für jedes genügend kleine, 
stetig gekrümmte Flächenstück einen Punkt angeben, in bezug 
auf den es konvex ist, man kann dasselbe auch durch die von den 
Tangentialebenen der Fläche in der Randkurve eingehüllte Fläche 
fortsetzen (die tangentiale Fortsetzung jenes Flächen- 
stückes), der Beweis aber, dass man das Flächenstück auch zu 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten, gegen den genannten 
Punkt konvexen Fläche ergänzen kann, scheint mir geometrisch 
nicht ganz leicht zu sein; ich will den Satz nun im folgenden 
unter Zuhilfenahme der Analysis beweisen. 
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§2. 

Wir denken uns im Punkte (lo^oQ ^'^ Normale und auf 
derselben in der Entfernung r den Punkt 0. Wir konstruieren 
um als Centrum eine Kugelfläche mit einem Radius 



und einen Kreiskegel, dessen Spitze 0, dessen Axe die Gerade 
O(Jo^ofo) ist, und dessen Erzeugende mit der Richtung — >-(?o%^o) 

TT 

einen Winkel 6 < -^ bilden. 

Wir können stets r klein genug wählen, so dass die Schnitt- 
kurve g dieses Kreiskegels mit dem gegebenen Flächenstück*) ein 
Flächenstück w abgrenzt, welches in bezug auf den Punkt 
konvex ist. 

Bezeichnen wir mit 2" die Schnittkurve des Kreiskegels mit 
der Kugel (P) und mit r^ die Entfernung des Punktes von 
einem Punkte (?iyO des Flächenstückes «, welche die Kugel (P) 
in einem Punkte (SHZ) schneide; es wird dann die Funktion 

34) F = ^ 

als Funktion von (SHZ) betrachtet auf der im Innern des Kreis- 
kegels gelegenen Kugelzone >0, mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sein und endliche zweite Ableitungen besitzen. 

Wir werden den Satz VII bewiesen haben, wenn wir zeigen 
können, dass sich eine Funktion der Stelle auf der aufserhalb des 
Kreiskegels gelegenen Kugelzone konstruieren lässt, welche >0, 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist, endliche 
zweite Ableitungen besitzt und mit ihren ersten Ableitungen an 
der Kurve 2 dieselben Werte, wie F mit seinen ersten Ableitungen, 
annimmt. 

Denken wir uns noch die Punkte SHZ der Kugelfläche von 
dem Schnittpunkte der Geraden (?o Vq ^o) ^^^ der Kugelfläche 
auf eine zu dieser Geraden normale Ebene projiziert, so sehen 
wir, dass wir lediglich den Beweis des folgenden Satzes zu führen 
haben : 



*) Liegt (^0 % Co) auf der Randkurve, so hat man für das folgende zu 
dem gegebenen Flächenstück noch einen im übrigen beliebig kleinen Teil 
seiner tangentialen Fortsetzung hinzuzunehmen. 
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Gegeben ist in der Ebene eine Funktion f der Stelle (xy) 
des Aufsengebietes eines Kreises (R), welche mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig ist, endliche zweite Ableitungen 
besitzt und durch eine Transformation nach reciproken Radien 
in eine ebensolche Funktion des Innengebietes von (R) verwandelt 
wird; es lässt sich eine Funktion y des Innengebietes von (R) 
konstruieren, die >0, mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen besitzt und an dem 
Kreise (R) die Bedingungen: 

35) I dcp _d{ 

erfüllt, wenn wir unter v die Richtung der (nach innen positiv 

gerechneten) Normalen von (R) verstehen. 

Sei zum Beweise f ' die Funktion des Innengebietes, in welche f 

durch eine Transformation nach reciproken Radien übergeht, wir 

setzen i 

36) 9) = f' + 2(R-ri)^ + a(R-ri)2, 

indem wir unter ri die Entfernung des variabeln Punktes vom 
Centrum des Kreises (R), unter a eine Konstante und unter ip 
die Lösung des Dirichletschen Problemes für das Innengebiet des 

Kreises (R) bei den Randwerten ( + ^) verstehen, die bei unseren 

Voraussetzungen eindeutig und stetig sind und endliche erste 
Ableitungen besitzen. Ich behaupte, dass die Funktion cp, wenn 
man die Konstante a genügend grofs und positiv annimmt, die 
von uns gewünschten Eigenschaften hat. 
Es ist nämlich: 

37) rp = U^S2lMAa + const., 

(R) 

wenn de ein Element des Kreises und r die Entfernung und 
Richtung de — >- (x, y) vorstellt, und es ist somit ip in dem 
Innengebiete von (R) eindeutig und stetig. Es folgt so zunächst, 
dass (f in dem Innengebiete von (R) eindeutig und stetig ist und 

dass für ri = R 

<^ = f 
wird, da an dem Kreise 

f = f. 
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Es sind ferner innerhalb*) (R) sämtliche erste Ableitungen 
von (p eindeutig und stetig, alle zweiten Ableitungen endlich, und 
da bei genügend kleinem R — ri 

abs. ^ < ,r> ' — -TT—» (^ echter Bruch)**) 
ofi (R — r,)^ 

und für ri = R 



so folgt für lim 



8f' 


Öf 




dv 


dv 


1 


d(f) 
ör. 




dv 



Es bleibt lediglich zu beweisen, dass die ersten Ableitungen von 

eindeutig und stetig, die zweiten Ableitungen endlich bleiben, 
wenn man sich dem Kreise (Rj) unendlich nähert, und dass bei 
genügend grofsem, positiven a die Funktion cp stets :>0 ist. 

Zum Beweise der ersteren Behauptung bemerken wir, dass, 
wenn h eine beliebige Richtung vorstellt: 

***) dip ^ C / y.\ ( ^^^ cos (rx) 9^f cos (ry)\ 
dh J ^ ^\di^dx r dpdy r / 

(R) 

r dH cos7rr) , 

(R) 

und wenn h' eine zweite beliebige Richtung vorstellt: 

8h 8h' J t' ' 
(R) 

wobei auf (R) endlich ist, somit in genügend kleiner Ent- 
fernung von (R): 

. , d^ifj =^ endl. Konst. 



dh dh' ^ R - ri 



*) d. h. in endlicher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung von (R). 
**) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 330. 
***) ib. Bd. II, S. 38, Formel 60). 
t) ib. Bd. II, S. 319. 
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und: 

abs.(R — Fl) gl— gT-/ < endl. Konst., 

womit die Endlichkeit der zweiten Ableitungen von (R — ri)i// 

auch bei unendlicher Annäherung an (R) und somit auch die 

Eindeutigkeit und Stetigkeit der ersten Ableitungen von (R — rj) ip 

in dem Innenraum von (R) bewiesen ist, da die ersten Ableitungen 

von {R — Ti)ip an (R) eindeutige und stetige Randwerte besitzen. 

Zum Beweise endlich, dass bei genügend grofsem positiven a 

die Funktion (p im Innengebiete von (R) überall > ist^ bedenken 

wir, dass y — a(R — ri)^ am Rande >0 ist und endliche erste 

Ableitungen besitzt, so dass auch eine genügend kleine Länge b 

existiert, so dass für 

R - b < ri < R 

diese Funktion, umsomehr (p stets >0 ist, in dem Innengebiet 
des Kreises (R — b) können wir aber q) durch genügend grofse 
Annahme von a stets >0 machen. 

Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 



VI. Abschnitt. 

tlber die allgemeine Lösung des Dirichletschen 

Problemes. 

§1. 

Ebenso wie wir nach den Untersuchungen des IV. Abschnittes 
durch Kombination von zwei geschlossenen, stetig gekrümmten, 
gegen je einen inneren Punkt konvexen Flächen zur Lösung des 
allgemeinen Dirichletschen Problemes für ein Raumgebiet ge- 
langten, das von zwei stetig gekrümmten, gegen je einen Punkt 
konvexen Flächenstücken begrenzt wird, können wir successive 
auch mit Hilfe der Neumannschen Methode und einer endlichen 
Anzahl Schwarzscher Operationen die Lösung für ein beliebiges 
Raumgebiet erhalten, das von einer endlichen Anzahl stetig ge- 
krümmter, gegen je einen Punkt konvexer Flächenstücke begrenzt 
wird, sobald man nur jedes derselben zu einer geschlossenen, 
stetig gekrümmten, gegen einen inneren Punkt konvexen Fläche 
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ergänzen kann, und falls nur die Flächenstücke unter von null (n) 
verschiedenen Winkeln zusammentrefifen. Den Fall des Zusammen- 
treffens unter dem Winkel tt brauchen wir überdies nicht aus- 
zuschliefsen, da wir denselben stets auf die früheren Fälle zurück- 
führen können; es bleibt also nur der Fall von Spitzen und 
scharfen Kanten ausgenommen, den wir ja überhaupt stets aus- 
geschlossen haben. 

§2. 

Man kann nun jedes beliebige, stetig gekrümmte Flächenstück, 
somit auch jede beliebige geschlossene Fläche, die sich aus einer 
endlichen Anzahl stetig gekrümmter Flächenstücke zusammensetzt, 
in eine endliche Anzahl von Flächenstücken teilen, die Teile je 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten, gegen einen inneren Punkt 
konvexen Fläche sind (Satz VII). 

Diese Überlegung führt uns in Verbindung mit dem Resultate 
des vorigen Paragraphen zu den folgenden Sätzen: 

VIII. Man kann mit Hilfe der Neumannschen Methode 
und einer endlichen Anzahl Schwarzscher Operationen 
stets die allgemeine Potentialfunktion des Innen- resp. 
Aufsenraumes einer beliebigen geschlossenen Fläche o), 
die sich aus einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter 
Flächenstücke zusammensetzt, konstruieren, welche an 
dieser Fläche die beliebig vorgeschriebenen, abteilungs- 
weise eindeutigen Randwerte f besitzt. 

Zusatz 1 zu VIII. Diese allgemeinen Potentialfunk- 
tionen werden im besonderen stetige, allgemeine Poten- 
tialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes von (o 
sein, falls f auf « eindeutig und stetig ist. 

Zur Entscheidung (falls (o eine geschlossene, stetig gekrümmte 
Fläche ist), ob die konstruierten allgemeinen Potentialfunktionen 
wirkliche Potentialfunktionen sind, d. h. ob auch ihre ersten Ab- 
leitungen in ganzer Erstreckung ihres Gebietes eindeutig und 
stetig sind, dient das Kriterium: 

IX. Ist die Fläche « eine geschlossene, stetig ge- 
krümmte Fläche, so ist dafür, dass die Lösungen des 
Dirichletschen Problemes Potentialfunktionen vor- 
stellen, neben der Eindeutigkeit und Stetigkeit der 
ersten Ableitungen der Randwerte f notwendig und 
hinreichend, dass das Flächenintegral: 

Korn, Abhandl. i. 3 
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\ 



cos (rv) 



eine Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsenraumes 
von 0) ist. 

Diese Bedingung ist im besonderen erfüllt: 
1. "Wenn die zweiten Ableitungen von f endlich 
sind oder wenn nur die ersten Ableitungen von f die 
Eigenschaft haben, dass für zwei beliebige Punkte 
(Si^iCi) ^^^ (§2 ^2 ^2) von €0 in genügend kleiner Ent- 
fernung ri2 

Öf .. .. 8f.. .A _- ,_x 



abs. |g-j^ (J2 ^2 f«) - ^ (?i Vi ^1)} 



wo h eine beliebige tangentiale Richtung, a eine end- 
liche Konstante und X einen echten Bruch vorstellt. 

2. Wenn eine Potentialfunktion des von oa und einer 
ganz innerhalb von w verlaufenden (ganz aufserhalb 
von « verlaufenden und (o umschliefsenden), der Fläche 
(0 beliebig nahen Fläche Wj (wa) begrenzten Gebietes 
existiert, welche an o) die Randwerte f besitzt [und 
auch dann noch, wenn F in diesem Gebiete alle Eigen- 
schaften einer Potentialfunktion besitzt, mit der Aus- 
nahme, dass z/F in demselben nicht null, sondern ledig- 
lich endlich ist]. 

Der Beweis dieses Satzes folgt genau, wie der Beweis des 
analogen Satzes in der Ebene*). 

§3. 

Wir wollen zum Schluss auch noch den Satz aussprechen, 
welcher die Giltigkeit der Schwarzsehen Methoden im Räume in 
derselben Allgemeinheit, wie in der Ebene, aussagt, und der gleich- 
falls durch die vorstehenden Untersuchungen streng bewiesen ist. 

X. Die Sätze Via) — VId) gelten für zwei beliebige ge- 
schlossene Flächen 0) und «', die sich aus je einer end- 
lichen Anzahl stetig gekrümmter Flächenstücke zu- 
sammensetzen. 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 235—246. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 







Äbhandlimgen zur Potentialtheorie. 



2. 

Eine weitere VeraUgemeinerimg der Methode des 

arithmetischen Mittels. 
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Berlin 1901. 

Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung. 



Das Recht der Übersetzung in fremde Sprachen wird vorbehalten. 



i 



Die Methode des arithmetischen Mittels von C. Neumann ist 
stets zur Lösung des Dirichletschen Problemes in der Ebene für 
das Innen- und Aufsengebiet einer beliebigen geschlossenen, 
stetig gekrümmten Kurve a ohne Singularitäten anwendbar*), 
bei ganz beliebig vorgeschriebenen Randwerten, die lediglich als 
abteilungsweise eindeutige und stetige Funktionen der Stelle (?, 17) 
auf a vorausgesetzt werden. Wir verstehen dabei unter einer 
stetig gekrümmten Kurve ohne Singularitäten eine Kurve 

« 

für welche J, 47 mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stetige Funktionen der Bogenlänge a sind und endliche zweite 
Ableitungen haben, und die von irgend einem Kreise stets in 
einer endlichen Anzahl von Punkten geschnitten wird. 

Ich werde in dieser Abhandlung beweisen, dass die Methode 
auch dann noch anwendbar ist, wenn die Kurve a sich aus einer 
endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kurvenstücke ohne Singu- 
laritäten zusammensetzt , bei ganz beliebig vorgeschriebenen 
stetigen Randwerten f, die der Bedingung genügen, dass das 
Kurvenintegral 



in dem v die innere Normale von dtf, r die Entfernung und 
Richt.ung von der nach einem variablen Punkte (x, y, z) vorstellt, 
im ganzen Innengebiet sowohl, als auch im ganzen Aufsengebiet 



*) A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie (Berlin, Ferd. Dümmlers 
Verlagsbuchhandlung, 1899), Bd. II, Teil IV und VI. 

1* 
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eindeutige und stetige erste Ableitungen besitzt, solange man 
sich in irgend welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung 
von den Trennungspunkten*) der Kurve c hält, während in ge- 
nügend kleiner Entfernung q von denselben die Relationen erfüllt 
sind: 

dh 



abs. e-^<a.^i-S 



wo a eine endliche**) Konstante, X einen echten Bruch und h 
eine beliebige Richtung vorstellt. 

Dieser Beweis wird zu dem wichtigen Schlüsse führen, dass 
die Methode des arithmetischen Mittels auch für beliebige, mehr- 
fach zusammenhängende Gebiete anwendbar ist, sowie auf Teile 
einer beliebigen Riemannschen Fläche mit einer endlichen Zahl von 
Blättern, und zwar braucht man über die Randwerte f lediglich die 
Voraussetzung der abteilungsweisen Eindeutigkeit und Stetigkeit zu 
machen, falls die Randkurven des betreflFenden Gebietes stetig ge- 
krümmt sind, während für Randkurven, die sich aus einer end- 
lichen Anzahl stetig gekrümmter Kurventeile zusammensetjen, die 
obengenannten Bedingungen für Wq hinreichend sind. 

Die Resultate lassen sich auch auf den Fall ausdehnen, dass wir unter 

stetig gekrümmten Kurvenstücken auch solche Kurven mit einbegreifen, 

d*| d*» 
bei denen statt der Endlichkeit der zweiten Ableitungen -^-g» -j-j lediglieh 

die Bedingung erfüllt ist, dass für zwei beliebige Punkte (li rji) und (^2 ^2) 
des Kurvenstückes in genügend kleiner Entfernung ri2 die Kelationen 



abs. i^— — ",- ><::A- ri« 

abs. i hr- — ^ 1 < A • ri2 



bestehen, wo A eine endliche Konstante, .</ einen echten Bruch vorstellt. 
Doch gestalten sich die Untersuchungen bei dieser erweiterten Voraussetzung 
in der Form wesentlich komplizierter. 



*) d. h. den Ecken, in denen die stetig gekrümmten Kurventeile zu- 
sammentreffen; den Fall von Spitzen schliefsen wir stets von unseren Be- 
trachtungen aus. 

**) Bei Annäherung längs tf oder unter von null verschiedenen Winkeln 
gegen die in dem betreffenden Trennungspunkte zusammentreffenden 
Kurventeile. 



i 



5 — 



I. Abschnitt. 

Einige Sätze über dasTerhalten des Eunrenintegrales 

COS Tri'^ •■ 

« — ^ dtf in der Nähe der Trennungspunkte von a. 

§1- 

Ich stelle hier den folgenden Satz voran, den ich mit seinen 
Zusätzen früher ausführüch bewiesen habe*): 

L Ist X eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle auf einer geschlossenen Kurve c, die sich aus 
einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kurventeile 
zusammensetzt; sind ferner die ersten Ableitungen von 
X eindeutig und stetig, solange man sich in irgend 
welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung von 
den Trennungspunkten der Kurve tf hält, während die- 
selben bei genügend kleiner Entfernung q von den 
Trennungspunkten die Relationen 

1) abs. ^gj^a.^i-^ 

erfüllen, wo a eine endliche Konstante, l einen echten 
Bruch vorstellt, so kann man über die Randwerte Wi(a) 
des Kurvenintegrales 

ox TiT C cos (tv) j 
2) W = l X —-^—^ da 

a 

an der inneren (resp. äufseren) Seite von a folgendes 
aussagen: 

Es ist Wi(a) eine eindeutige und stetige Funktion der 

Stelle an der Kurve ex, ihre ersten Ableitungen — ~-^ 

sind eindeutig und stetig, solange man sich in irgend 
welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung von den 
Trennungspunkten der Kurve tf hält, während bei ge- 
nügend kleiner Entfernung q von den Trennungspunkten 
die Relationen 



0Wi 



(a) 



3) abs.^^^^A.^1-^ 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. 11, S. 82 — 84; der Zusatz 3 be- 
findet sich daselbst in Anm. ('*) S. 320 (als Zusatz IV zu Villa). 
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erfüllt sind, wo A eine endliche Konstante, A einen 
echten Bruch vorstellt. 

Zusatz 1 zu I. Nähert man den variabeln Punkt 
einem Trennungspunkte P der Kurve <r auf einer Kurve 
a\ die mit den in P zusammentreffenden Teilen von <r 
von null verschiedene Winkel bildet, so ist bei den 
Voraussetzungen des Satzes I und bei genügend kleiner 
Entfernung ^ des variabeln Punktes von P auf der 
Kurve <r' auch: 

4) abs. p' g-7 < A • ^' 1-^. 



Zusatz 2 zu I. Versteht man unter v* die Normale 
der Kurve tf', so ist bei genügend kleiner Entfernung p' 
des variabeln Punktes von P auf der Kurve <r' auch 

5) abs.^'I^^A.p'i-^. 

Zusatz 3 zu I. Verkleinert man bei genügend kleinem, 
festgehaltenen ^ den Winkel 6 genügend, unter dem a' 
mit einem der Teile von <r in P zusammentrifft*), so ist 
auf <r': 

6) abs. D ^—7 < — . s - ? 

wo wieder X^ und X^ echte Brüche, B eine endliche Kon- 
stante vorstellen, die in keiner Weise von 6 abhängen. 
Es ist für die Zwecke dieser Abhandlung notwendig, die 
Gröfsen A und A^ sowie den Giltigkeitsbereich der Formeln 3) 
bis 5) zu berechnen, wenn man a, X und den Giltigkeitsbereich 
der Formel 1) kennt; ich muss hierzu von neuem auf den Beweis 
des Satzes I eingehen, den ich zu gleicher Zeit etwas vereinfache. 
Ist h eine beliebige Richtung, so ist**): 



*) Denkt man sich um P als Centrum den Kreis mit dem Eadius ^', 
der den betreffenden Teil von er in A trifft, so soll 6 den Winkel bezeichnen, 
den die Richtungen P A und P ■■ — >- (x y) einschliefsen. 

**) Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. ü, S. 38, Formel 60). 



ö W f dx cos (rv) , 



7) 



-Icos (vh)| 



8x cos(rx) 



8xcos(ry)|^^ 



+ 



X 

d 



COS (ry) 1-2; 
r cos (ri;) 



dh 



dtf, 



wenn wir für den Augenblick die Richtung h zur Richtung der 
xAxe machen und in zwei Teile, 2 und o — 2^ zerlegen, in 
solcher Weise, dass für jeden Punkt von c — 2" 



8) Q 



1 *\ 



wenn q die Entfernung des betreffenden Punktes von dem 
Trennungspunkte P, g' die Entfernung des variablen Punktes (xy) 
von P vorstellt; '2i ^2 sind die Randpunkte von Z 

Bei genügend kleinem a ist der absolute Wert der dritten 
und vierten Zeile in 7)**) 



abs. Max. x /^ _ , 

Ci p — , (0<Q 

it . . 

/»'2-X 



a 



3— X 



1) 



wenn abs. Max. x den absolut gröfsten Wert von x auf tf be- 
deutet, und wo Ci, a in keiner Weise von der Funktion x, sondern 
lediglich von der Gestalt der Kurve c abhängige endliche Kon- 
stanten vorstellen. Es folgt somit aus 7) 



*) Durch Verkleinerung von q' kann man dann sowohl jedes q\ als 
auch jedes — der Kurve a — 2" unter jeden beliebigen Kleinheitsgyad herab- 
drücken. 

**) Nach dem Hilfssatze in Anm. (^^), Lehrbuch der Potentialtheorie, 
Bd. II, S. 319. 
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9) 



2 



, ,ÖW= , , fr8xcos(r»') 



/ UV /^^ cos (rx) dx cos (ry)\l , 
- cos (vh) (^ _fJ + g^ -p) J d. 

+ Ci abs. Max. x • ^'3-\ (0 < p' < «*- ^). 



Wir müssen von jetzt an die beiden Fälle getrennt behandeln : 
1. dass wir uns P längs tf nähern und 2. dass wir uns P auf einer 
Kurve o*' nähern, die mit den in P zusammentreffenden Teilen 
von a von null verschiedene Winkel einschliefst. Wir stellen den 
zweiten Fall voran; es ist in demselben die erste und zweite Zeile 
rechts in 9) 

< Cg • — • l abs. -^ de, (c2 endl. Konst.), 

wenn ^q die kürzeste Entfernung des variabeln Punktes von 2 

vorstellt, so dass — kleiner als eine endliche Konstante bleibt, 

die lediglich von den Winkeln abhängt, welche er' mit den in P 
zusammentreffenden Teilen von o* einschliefst. Gilt nun die 
Formel:. 

abs.pg^<a.^i-^ 
in dem Intervall 



so ist: 



1^ 



0<^<r<l, 



o 1 — X *\ 



falls 



< ^' < r»-^; 
es folgt somit aus 9): 







I abs. ^ d<r stimmt mit l abs. ^ d^ bis auf einen Faktor überein, der 



2" Z 

um so näher = 1 ist, je kleiner ^ ist. 
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10a) abs.p'gj^ 



TTC 



Jabs. 



Max. X 4- 



r^l o'"^' 



(Ö<?'^(«.r)^->),*) 



wo c und a in keiner Weise von der Funktion x, sondern ledig- 
lieh von der Gestalt der Kurven er und ex' abhängige endliche 
Konstanten vorstellen. 

Die Formel 10), welche den Zusatz 1 und 2 zu I beweist, 
ist für den Fall abgeleitet worden, dass wir uns P auf einer Kurve 
o nähern, die mit den in P zusammentreffenden Teilen von (S 
von null verschiedene Winkel einsehliefst, und h konnte eine be- 
liebige Richtung sein; nähern wir uns P längs eines der in P 
zusammentreffenden Teiles von <r, so müssen wir uns auf den 
Fall beschränken, dass h eine tangentiale Richtung ist; der ganze 
Unterschied gegen den vorangehenden Beweis ist, dass wir hier 
auf dem Teile von 2", welcher dem betreffenden Teile von a 
angehört, 

. cos {vv) =T •ipj 

cos (vh) = r • X 

setzen können, wo ip und x auf diesem Teile von 2 endlich sind, 
so dass das über diesen Teil von 2 zu erstreckende Integral: 

seinem absoluten Werte nach 



TT 



• abs. öir + ^8 • 1 abs. -^ dtf. 



7ta.Q^^^ + C4 



1^1 



Q.Q 



1~X 
2-X 



um so mehr: 



1 a |E-x 

— • Cr ^ . n^ ^ 



1-X 



wird, wo Cg C4 C5 lediglich von der Gestalt der Kurve tf abhängende 
endliche Konstanten vorstellen. 



*) <: ^' <^ r^ , falls man von vornherein r <^ « annimmt. 
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Es gilt somit die Formel: 

* 

10b) abs. p — sr— <7rC'|abs. Max. x + 7j — y| 



i-x 



in der h eine tangentiale Richtung vorstellt, wenn wir uns P 
längs eines der in P zusartimentreflfenden Teile von a nähern und 
q die Entfernung des variabeln Punktes von P vorstellt. 

Diese Untersuchung, die den Satz I beweist, gestattet uns, 
demselben die folgende Bemerkung hinzuzufügen: 

Bemerkung zu Satz I und seinen ersten beiden 
Zusätzen. Gilt die Formel 1) für 

11) 0<:^^r<l, 



so gelten die Formeln 3), 4), 5) für 

12a) 0<:p^/J**)r2-\ 
resp. 

und man kann 



r2b) 0<^'^/9r«-\ 



13) 



= TTcjabs. 



Max. X + 



a 



1~A 



!• 



\-A = 



\-X 



1 + (1 - A) 

setzen, wo abs. Max. x den absolut gröfsten Wert von * 
auf <r und c, ß (<1) endliche Konstanten vorstellen, die 
lediglich von der Gestalt der Kurve ß abhängen. 



§2. 

Wir werden aus dem Satze I und seinen Zusätzen zwei für 
unsere Zwecke wichtige Folgerungen ziehen, deren erstere wir in 
dem folgenden Satze aussprechen: 

n. Besitzt das Kurvenintegral 



.-- f cos (vv) , 
W = l X 5^-^ de, 



*) Vgl. die Anmerkung auf S. 9. 

**) Man kann ß^l setzen, wenn r von vornherein kleiner angenommen 
wird, als ein lediglich von der Gestalt der Kurve abhängender echter Bruch a. 
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in dem x eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle 
auf c vorstellt, im ganzen Inn engebiete sowohl, als auch 
im ganzen Aufsengebiete eindeutige und stetige erste 
Ableitungen, solange man sich in irgend welcher, im 
übrigen beliebig kleinerEntfernung von denTrennungs- 
punkten der Kurve ehält, während in genügend kleiner 
Entfernung^ von denselben die Relationen erfüllt sind: 



14) abs. Q 



m 

öh 



Qt-\ 



WO a eine endliche*) Konstante, X einen echten Bruch 
und h eine beliebige Richtung vorstellt, so gelten für 
einen beliebigen Punkt (x, y) im Innen- resp. Aufsen- 
gebiete die Greenschen Formeln: 



15aj 



W = - 



= - 



1 f^Wi, 1 , 

ö— \ "ä— 'og — dtf 

2nj dp ® r 

a 



15b) 



W 



2n] 



^W^log-d. 



dp 



r 



1 f __. cos (rv) , \ 

1 r cos(nO^^ 

2nJ r 

a 

2nj r 



im 
Innen- 
gebiete, 



^ 1 f öWi , 1 , 1 fw cos(rv) , 

= ö— \ c. log — de; — ^r- \ Wi ^-^d<f 

2nJ dv ^ r 27rJ r 



a G 

und an der Kurve c die Formel: 



im 
Aufsen- 
gebiete, 



16) 



dv 



dv 



in irgend welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfer- 
nung von den Trennungspunkten. 

Zum Beweise hat man lediglich das Innen- resp. Aufsen- 
gebiet von c durch Kreisbogen mit dem Radius q um die 
Trennungspunkte als Gentren abzuschliefsen und zu bedenken, 
dass die Integrale über diese Kreisbogen 



*) Bei Annäherung längs <s oder unter von null verschiedenen Winkeln. 
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PW,(a) 



dv 



log Y der, \ Wi(a) — ^ der 



nach Satz I und seinen Zusätzen mit abnehmendem q zu null 
konvergieren.*) Die Formel 16) ist eine unmittelbare Folgerung 
der Relationen 15 a), 15 b). 

Eine zweite für uns wichtige Folgerung des Satzes I und 
seiner Zusätze ist der folgende Satz: 

III. Kennt man bei den Voraussetzungen des Satzes II 
eine Funktion F der Stelle (xy) des Innen- oder Aufsen- 
gebietes « von c, welche alle Eigenschaften einer 
stetigen; allgemeinen Potentialfunktion besitzt, mit der 
Ausnahme, dass wir über ihre zweiten Ableitungen 
nicht das Geringste wissen, und die an der Kurve a die 
Randwerte 

17) F = Wi(a) 

besitzt, so ist: 



-) mj 



m 



CO 



d». 



falls das Integral rechts einen bestimmten, endlichen 
Grenzwert vorstellt. 

Zum Beweise setzen wir: 

19) F = W4-W', 



*) Nach den Voraussetzungen über W ist auch bei genügend kleinem 
Q auf G bei Annäherung an einen Trennungspunkt P: 

abs. Qw-<::^t-b.'q' ; 



da ^271 

es ist somit für jeden Punkt (l»?) der Kreisbogen {q) nach Zusatz 1 zu I: 

9W,(») = 1 



abs. Q 



dp 



271 



A'Q^-^, (^<1) 



falls die Richtung P (| tj) mit c von null verschiedene Winkel 6 bildet; bei 
genügend kleinem 6 nach Zusatz 3 zu I: 



abs. ^ 



aw, 



i(a) 



ß 



dy 



271 sin^e 



'Q^~'^\ (A und A'<:1). 
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so dass W alle Eigenschaften einer stetigen, allgemeinen Potential- 
funktion besitzt, mit der Ausnahme, dass wir über seine zweiten 
Ableitungen nichts wissen, und 

20) W' = an c;; 

wir schliefsen ferner die Trennungspunkte durch Kreisbogen (g) 
um diese Punkte als Centren ab und bezeichnen das übrig 
bleibende Gebiet von co mit «'; dann ist: 



I mh{ 



21) 



8y. 



d(u 






(0 



w 



% 



8W dW 8W dW\ 



öx öx öy 8y 



jd«, 



0) 






dco 



0) 



-2JW' 



8W 



dff. 



Lässt man (g) mehr und mehr abnehmen, so konvergiert 

m d« 



0) 



unter Berücksichtigung des Satzes I und seiner Zusätze zu einem 
bestimmten, endlichen Grenzwert 



m. 



aw 

8y 



)>«=-! 



W i'^ d., 



8x / ' \ öy / J ^ J " öi/ 

es konvergiert ferner nach Voraussetzung 

eF\3 /eF\2 



( 



8x 



8y 



Cü 



] 



do) 



zu einem bestimmten, endlichen Grenzwert 

ÖF\2 



j[(i;-(f)>- 



0) 



14 — 



und es konvergiert 



I 



W'^d. 



gegen null. 

ßemerkung. Der Satz III gilt auch dann noch, wenn wir 
in bezug auf W lediglich voraussetzen, dass x auf a eindeutig 
und stetig ist, dass seine ersten Ableitungen endlich sind, so- 
lange man sich in irgend welcher endlicher Entfernung von 
den Trennungspunkten hält, während bei genügend kleiner 
Entfernung q von denselben die Relationen erfüllt sind 

oo\ u ^*= 1— X /^ a endlich, \ 
22) abs. ^jT <a-(>^ , , , . t» i. 
^ ^ da^ ^ \/. echter Bruch / 

falls man nur dann über F die Voraussetzung macht, dassseine 
Ableitungen im ganzen Innen- resp. Aufsengebiete von c ein- 
deutig und stetig sind, solange man sich in irgend welcher 
Entfernung von den Trennungspunkten hält, während bei ge- 
nügend kleiner Entfernung q' von denselben die Relationen 
erfüllt sind: 

OQ\ oKo o'^^ = K o'i-^' f b endlich, \ 
23) ühB^Q^^h^Q , ^;t' echter Bruch j 

falls man sich dem betreffenden Trennungspunkte P auf einer 
Kurve er' nähert, die mit den in P zusammentreffenden Teilen 
von a von null verschiedene Winkel Ö bildet, und bei genügend 
kleinem 6: 

,dF = Bq'^-^ 



24) abs.^' 



öh ^ «in^» Ö 



wo wieder B eine endliche Konstante, Ai Ag echte Brüche und h 
in beiden Fällen eine beliebige Richtung vorstellt. 

Auch in diesem Falle bleiben sämtliche Grenzübergänge in dem Be- 
weise des Satzes III giltig, wie sich leicht mit Rücksicht auf Anm. (^) im 
II. Teile meines Lehrbuches der Potential theorie ergiebt. 

§ 3. 

Zu jedem der in § 1 und § 2 ausgesprochenen Sätze über 

C cos (tp) 
das Kurvenintegral \ x ^^ — - da lässt sich ein Analogon über das 

logarithmische Kurvenpotential \ H log - -der angeben; doch werden 
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wir im Folgenden uns mit dem Analogen zu Satz I begnügen, 
das ich bereits früher bewiesen habe*): 

IV. Ist in dem logarithmischen Kurvenpotentiale 
einer geschlossenen Kurve c, die sich aus einer end- 
lichen Anzahl stetig gekrümmter Kurventeile zusammen- 
setzt 

25) V=j^log^d(y, 

a 

H eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
(T, solange man sich in einer im übrigen beliebig kleinen 
Entfernung von den Trennungspunkten der Kurve ts 
hält, während in genügend kleiner Entfernung q von 
denselben die Relationen bestehen: 

26) abs, p£r<a- p^-^, (a endlich, X echter Bruch) 

öV 
so ist die normale Ableitung -^ auf c, sowie an der 

äufseren und inneren Seite von o*, eindeutig und stetig, 

solange man sich in einer im übrigen beliebig kleine^n 

Entfernung von den Trennungspunkten hält, während 

in genügend kleiner Entfernung q von denselben die 

Relationen bestehen: 

öV_ 
27) abs.?^<A.?i-.^, 

wo wieder A eine endliche Konstante, A einen echten 
Bruch vorstellt. 



IL Abschnitt. 
Die erweiterten Poincar^sclien Sätze. 

§ 1- 

Wir können die Poincar^schen Sätze für den Kreis**) in 
folgender Weise erweitern: 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 84 resp. 320. 
**) ib. Bd. II, Satz VI und Zusatz zu VI, S. 176 und 177. 
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Va) Sind Ui resp» ü» die stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsengebietes 
des Kreises (R), welche an dem Kreise die eindeutigen 
und stetigen Randwerte: 

lUa = f 4- const. 

annehmen, und sind die ersten Ableitungen von f ein- 
deutig und stetig, solange man sich in irgend einer, im 
übrigen beliebig kleinen Entfernung von einer endlichen 
Anzahl getrennter Punkte des Kreises hält, während in 
genügend kleiner Entfernung q von denselben die Re- 
lationen 



öf 
29) abs.^g^ 



^ a- Q^'-^ 



/ a endlich, 
' U echter Er 



uch/ 



bestehen, so stellen die Integrale über das Innen- und 
Aufsengebiet «i («a) des Kreises: 



30) 



^'-mhmh 



«i 



^-rnnm 



do) 



CO 



a 



bestimmte, endliche Grenzwerte dar und es ist: 

31) Ti = Ta. 

Zusatzzu Va). Bei den Voraussetzungen des Satzes Va) 
ist stets: 

32) S<R.Ti, 

wenn man unter S das Integral: 

33) S = r(f-C)2d(r 

(R) 
versteht und die Konstante C durch die Gleichung: 

34) ((f-C)d(r = 

(R) 
definiert. 
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Sämtliche Argumente des Beweises der Poincaröschen Sätze 
bleiben in der That bei den oben verallgemeinerten Voraus- 
setzungen über f in Giltigkeit, da auch bei diesen f auf dem 
Kreise in eine Fouriersche Reihe entwickelt werden kann*), im 
übrigen mit Rücksicht auf Satz I und seine Zusätze. 

§ 2. 

Es folgen aus diesem Satze durch Schritt für Schritt die- 
selben Beweisgründe, wie ich sie ausführlich im IL Bande meines 
Lehrbuches S. 302 — 312 angegeben habe, die erweiterten Poincare- 
schen Sätze für eine ganz beliebige**) geschlossene, stetig ge- 
krümmte Kurve c unter Berücksichtigung unseres Satzes III: 

Vb) Ist c eine beliebige**) geschlossene, stetig ge- 
krümmte Kurve und sind in den Kurvenintegralen 



35) 



„, f cos (tv) , 
Wi=Jxi— ^d(r, 

a 

„, r cos(ri') , 



Xi und Xa eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 
auf c von solcher Beschaffenheit, dass die ersten Ab- 
leitungen von Wi und W» im ganzen Innengebiete so- 
wohl, als auch im ganzen Aufsengebiete eindeutig und 
stetig sind, solange man sich in irgend einer, im übrigen 
beliebig kleiner Entfernung von einer endlichen Anzahl 
getrennter Punkte der Kurve c hält, während in genügend 
kleiner Entfernung a von denselben die Relationen er- 
füllt sind: 

^^ ^ / a endlich***), \ 

0Wa = , 1 \^ echter Bruch/ 



36) 



abs. Q 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 116. 
♦*) Den Fall von Singularitäten, d. h. den Fall, dass die Kurve von 
irgend einem Kreise in einer unendlichen Zahl von Punkten geschnitten 
werden kann, schliefsen wir aus. 

***) Bei Annäherung längs a oder unter einem von null verschiedenen 
Winkel. 

Korn, Abhandl. 2. 2 
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und an tf Wi und W» bis auf eine Konstante überein- 
stimmen, so stellen die Integrale über das Innen- und 
Aufsengebiet von o a)i((»a): 

. ... .IT. \2 



37) 



'-mhc-wih 



Wi 



-"■mh':^)'] 



dco 



€0 



a 



bestimmte, endliche Grenzwerte dar, und es ist: 

1 = Ti . 



38) 



L, 



L^Ta 

wo L eine endliche, von null verschiedene Zahl be- 
deutet, die lediglich von der Gestalt der Kurve a abhängt. 
Zusatz zu Vb). Definieren wir, im übrigen bei den 
Voraussetzungen und Bezeichnungen des Satzes Vb), das 
Integral: 

39) S = [(f - C)2 d(T, 



wo C der Gleichung: 



40) 



fcf - C) äa = 



genügt, so ist: 

41) S^l.Ti, 

wo 1 eine endliche, lediglich von der Gestalt der Kurve a 
abhängende Konstante vorstellt. 

§3. 

Der Beweis der erweiterten Poincareschen Sätze lässt sich 

ohne weiteres auch auf Kurven a ausdehnen, die sich aus einer 

endlichen Anzahl stetig gekrümmter Teile zusammensetzen, falls 

wir zeigen können, dass eindeutige und stetige Transformationen: 

rx = x(x',y') 

^^^ l y = y (y', y') 

existieren, welche das Innengebiet von a in das Innengebiet einer 
stetig gekrümmten Kurve a\ das Aufsengebiet von o* in das 
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Äufsengebiet von 0' überführen und zwar so, dass die ersten 

Ableitungen 

di dx dy dy 

äx" Öy" W dy' 

Öx; öx' öy öy' 

9x ' öy ' (jx ' öy 
überall endlich sind.*) 

Solche Transformationen lassen sich nun stets durch ein 
Verfahren auffinden^ das man als Abrundung der Ecken be- 
zeichnen kann. 

Wir konstruieren in einem Trennungspunkt P die Halbierungs- 
grade des Winkels, den die beiden in P zusammentreffenden 
Teile von c bilden. Wir können auf derselben (sowohl im 
Innengebiet, als auch im Aufsengebiet von er) einen Punkt ge- 
nügend nahe an P und die Kurvenstücke PA, PB auf den in P 
zusammentreffenden Teilen von o* genügend klein annehmen, 
so dass jeder Radiusvektor 91 nach den Punkten von PA, PB 
diese Kurvenstücke unter von null (n) verschiedenen Winkeln 
trifft, man kann überdies den von den Richtungen OA, OB ge- 
bildeten Sektor beliebig klein machen, so dass man diese Rich- 
tungen der Richtung OP beliebig nahe annehmen kann. Es lässt 
sich weiter leicht zeigen, dass man ein stetig gekrümmtes 
Kurvenstück konstruieren kann, das PA, PB in A resp. B be- 
rührt und ebenfalls die Eigenschaft hat, von den Radienvektoren 
SR des Punktes unter von null (n) verschiedenen Winkeln ge- 
schnitten zu werden. Wir haben, um dies zu zeigen, lediglich 
zu beweisen, dass wir eine Funktion SR eines Argumentes (p kon- 
struieren können, welche in dem Intervall 



positiv, eindeutig und stetig ist, deren erste Ableitungen eindeutig 
und stetig und deren zweite Ableitungen endlich sind, während 

für (p = q>\ und q) = q)^ ^ und ^— die vorgeschriebenen Werte 

SRl SR2, SRi'Stg' 

annehmen, wobei natürlich SRi und SR2 als positiv vorausgesetzt 
werden. Sieht man zunächst von der Forderung ab, dass 5R 



*) Man vergleiche Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. 11, Anm. (^^). 

2* 
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positiv sein rauss, so kann man die Lösung sofort in Gestalt 
einer ganzen rationalen Funktion von ff^ angeben; man braucht 
zu derselben nur den Ausdruck 

C . (y - (f^Y (<p - (p,2f 
hinzuzufügen und kann durch genügend grofse Annahme von C 
erreichen, dass die Summe stets positiv ist. 

Würden die Radienvektoren von nach den Punkten von 
P A, PB die Kurve a nicht ein zweites Mal mehr treflfen, so würde 
für den Fall eines einzigen Trennungspunktes P die Transformation 



43) 



U-x',y-y'. (^^ 


9 < 9'u \ 


X a (X' a)^(^), 
y-b-(y'-b)|*^;, 


9>i < 9 < 



9^2 



die Kurve a in eine stetig gekrümmte Kurve verwandeln und 
den S. 18 — 19 geforderten Stetigkeitsbedingungen genügen, wenn 
wir unter a, b die Koordinaten des Punktes und unter y das 
Azimuth des Punktes (x, y) gegen eine beliebige durch den 
Punkt gehende Richtung verstehen, unter (p^ ^g die Werte 
von y für A resp. B. Wir können dieses Resultat sofort auf 
den Fall von beliebig vielen Trennungspunkten Pj ausdehnen, 
immer unter der Voraussetzung, dass die zwischen den ent- 
sprechenden Richtungen Oj Aj, Oj Bj liegenden Radienvektoren c 
nur einmal unter von null (tt) verschiedenen Winkeln schneiden. 
Wir können uns aber auch von dieser Beschränkung befreien. 
Haben wir einen Trennungspunkt P, für den wir aussagen 
können, dass die zwischen den Richtungen OA und OB liegenden 
Radienvektoren die Kurve a noch in n weiteren Punkten treffen, 
so wird uns die Transformation 43) immerhin den Vorteil ver- 
schaffen, dass wir an Stelle von P Trennungspunkte Pj der trans- 
formierten Kurve erhalten, von denen wir aussagen können, dass 
die zwischen den Richtungen Oj Aj , Oj Bj liegenden Radien vektoren 
der transformierten Kurve diese nur noch in n — 1 weiteren 
Punkten schneiden. Man kann in dieser Weise fortfahren und 
gelangt zu dem Resultat, dass die geforderten Transformationen 
für jede beliebige geschlossene Kurve existieren, die sich aus einer 
endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kurvenstücke zusammensetzen. 
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Wir können aus diesem Grunde den Satz Vb) und seinen 
Zusatz in folgender Weise erweitern: 

Vc) Der Satz Vb) gilt mit seinem Zusatz für ganz 
beliebige geschlossene Kurven, die sich aus einer end- 
lichen Anzahl stetig gekrümmter Kurvenstücke zu- 
sammensetzen. 



IIL Abschnitt. 

Die Methode des arithmetischen Mittels. 

§ 1. 

Es sei wieder a eine beliebige geschlossene Kurve, die sich 
aus einer endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kurvenstücke zu- 
sammensetzt, und f eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle i^Ti) auf c, von solcher Beschaffenheit, dass die ersten 
Ableitungen des Kurvenintegrales: 



44) Wo = -^jf^-^d,r 



eindeutig und stetig sind, solange man sich in irgend einer, im 
übrigen beliebig kleinen Entfernung von den Trennungspunkten 
der Kurve o hält, während in genügend kleiner Entfernung q von 
denselben die Relationen 

öWo 



45) abs. q 



da 



a • Q 



l-X 



(0<^ 



1), 



gelten, wo a eine endliche*) Eonstante, X einen echten Bruch 
vorstellt. 

Wir bilden successive die Funktionen: 



46) 



_ircos(nO 
n J r 



SBj= + 4j'(^i-'.'' + ^i->.0^^d<T, = 2, 3 ...), 



*) Bei Annäherung längs ff oder unter von null verschiedenen Winkeln. 
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dann stellt*), wenn wir (j = 0, 1, 2 . . .) 



f Wj = SEBj + i-f-SBj im Aufsengebiete, 
\ Wj = 3Bj + 1 — SEBj im Innen gebiete 



setzen, die Reihe 



00 



1 ^*^ 

48a) üi = ^2^(-l)J + iWj, 





resp. 

CO 



48b) üa = -|-2jWj 



die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsen- 
gebietes von a dar, welche an der Kurve a die Randwerte: 

49a) üi=f, 
resp. 

49b) Ua = f + C 

besitzt, falls wir nachweisen können, dass: 

50) abs, Wj < c ^J, (c endlich, ^ echter Bruch) 

im Innen- und Aufsengebiet, und dass: 

51a) limaBji = const. = 2C, 

j=oo 

51b) limSBja^O. 

Diese Konvergenzbeweise gehen zunächst den entsprechenden 
Beweisen für stetig gekrümmte, gegen einen inneren Punkt kon- 
vexen Kurven**) völlig parallel, so dass ich mich in den völlig 
übereinstimmenden Teilen des Beweises hier kürzer fassen kann. 

Es folgt zunächst, dass je zwei Funktionen 

Wja und Wji (j = l, 2...) 

die Voraussetzungen des Satzes Vc) erfüllen. Denn erstens ist 
an der Kurve a: 

52) Wja = Wji, (j = l, 2...), 
da nach 46): 
|2Bj + i + aBj|a = 12Bj + i-aBj|i. 

*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 188 ff. 
**) ib. Bd. II, S. 190 ff. 
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Ferner folgt durch successive Anwendung des Satzes I und II, 
sowie des Satzes II die Giltigkeit der Greenschen Formeln (j = 1, 2 . . .) t 



53 a) . 



»'-2^ 



1 re^ 

dv 



log 



k^'^-U'^ 



cos (rv) 



a 



der, 



53 b) 



^ 1 f^SBj, 1 , IT' cos(ri') . 

27rJ dv ® r 2nj ^ r 

1 föSBj, 1 , 1 fo^ cos(rv) , 

(T <r 

1 föSBj , 1 , 1 (• cos(ry) ,^ 
2nj dv ^ T 2nJ •"* r 



im Aufsen- 
gebiete, 



im Innen- 
gebiete, 



mit den Folgerungen: 



MajI^^^-^J-j-ij^^ia. 



er 

sowie die Eindeutigkeit und Stetigkeit der ersten Ableitungen von 
Wj, solange man sich in irgend welcher, im übrigen beliebig kleiner 
Entfernung von den Trennungspunkten der Kurve er hält, während 
bei genügend kleiner Entfernung q von denselben die Bedingungen 
erfüllt sind: 



55) abs. Q 



öh 



aj.^i-^j, (0<:^<:rj) 



wo aj eine endliche*) Konstante, tj eine von null verschiedene 
Länge, Aj einen echten Bruch vorstellt, solange j eine endliche, 
im übrigen beliebig grofse Zahl ist. Über das Verhalten von 
ajAjtj bei unendlich wachsendem j werden wir weiter unten 
sprechen. 



*) Bei Annäherang längs <r oder unter einem von null verschiedenen 
Winkel. 



24 — 



Die erweiterten Poincareschen Sätze (Vc) sagen uns nun aus, 
dass, falls wir die Gröfsen TjiTj» und Sj durch die Formeln: 



56) 






2 rdW 



2 /8W 






a 



57) 



Si =j(Wj - qr da, 
a 

f(Wj-Cj)da = 



= 0*), 1, 2...) definieren, die Ungleichungen bestehen 



Tj.= 



58) @2^ ^^ 

59) Sj<a-Tji, 



®», 



a 



j-0*), 1, 2..., 



wo ® eine endliche Zahl, a eine endliche Länge vorstellt, die 
beide in keiner Weise von j abhängen. 

Aus 58) und 59) folgen nunmehr in bekannter Weise**) die 
Ungleichungen: 



Tji^A.L^J, 
< A . L2J, 



60){;; 

61) j(Wj-Q 



)*» dff < B • Ui, 



A endlich, \ 
L echter Bruch/ 



wo die Eonstante Cj durch die Gleichung: 



I 



(Wj-Cj)d<r = 



Ö 



*) Bei Ausschluss des Falles f = const. und geeigneten Wahl von & 
und a können wir die Formeln auch für j = aufstellen. 
**) Lehrbuch der Potential theorie, Bd. II, S. 192-196. 
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definiert ist; ebenso bleibt der Beweis (Lehrbuch der Potentiai- 
theorie, Bd. II, S. 196—198 bis Formel 133) ungeändert, dass 
auf a (a endlich): 

62) abs. (Wj+i-Cj)5a.Ü, j = 0, 1, 2..,, 

solange man sich in einer endlichen Entfernung von den Trennungs- 
punkten hält.*) Von jetzt an tritt aber ein wesentlicher Unter- 
schied gegen den früheren Beweis ein; wir müssen das Verhalten 
von Wj auch untersuchen, wenn man sich den Trennungspunkten 
von <y unendlich nähert. 

§2. 
Wir wollen zunächst den variabeln Punkt (x, y) einem 
Trennungspunkte P auf einer Kurve a' im Aufsengebiet (Innen- 
gebiet) nähern, die mit den in P zusammentreflFenden Teilen von a 
von null verschiedene Winkel einschliefst; es ist dann, da 

(rx) 



63) 



<r «i(«a) 



^öWj^ cos(ry) ^ 8Wj cos (rz) 1 ^^ 
öy r öz r J 

(-2Cj), 



(Uji + 2Ci)2 



Tja(i)'\ 






64) 



«a («O 

abs. (Uj i + 2Cj) 1 == endl. Konst. 
abs. Uj a 



• U, (auf ö')**) 



*) Es ist, wefin man 



62a)Uj = lj"(W,-C,)^':^>d. 



G 

setzt, auf üi 

62b) Wj + i-Cj = |(Uj,+ Uji) 

und in endlicher Entfernung von den Trennungspunkten: 

(Uj a + Uj i)2 ^ endl. Konst. ( ( Wj — Cj)^ da. 

**) Man könnte diese Formel leicht etwas weiter fassen, doch wird uns 
dieselbe lediglich dazu dienen, zu zeigen, dass Uj ^ (resp. Uj j -h 2 Cj) auf a 
seinem absoluten Werte nach ^ endl. Konst. L^, in endlicher Entfernung vonP. 
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wenn q' die Entfernung von dem betreffenden Trennungspunkte 
vorstellt. Es folgt ferner, wenn h eine beliebige Richtung ist, 
aus 63): 

/0Ujy= fd«/ 1 r cos(rv) \ 

«a(tt)i) <y 

65) abs. -gr-- < ;^ • Lj, (auf a'). 

Wir wissen ferner nach Satz I und seinen Zusätzen, dass: 

all- 
66) abs.^'^^^Aj.^'i-A (O^e'^r/), 

da auf er: 

öW- = = = 

abs. q -^ < aj . q^-\ (0 < ß < tj). 

Bisher war es nicht notwendig, auf die Abhängigkeit der 
Grölsen aj Aj Aj^jrjt/ von j näher einzugehen; für das Folgende 
wird aber diese Untersuchung unentbehrlich sein, und es wird 
uns hierfür die Bemerkung zu Satz I (S. 10) von Nutzen sein. 

Es ist nach Voraussetzung bei Annäherung des variabeln 
Punktes an P längs (t: 

abs. q -^ < a . ^1 - \ (0 ^ ^ < r < 1 ), 
es folgt dann aus jener Bemerkung: 
abs. ß ^ ^ c [Ci + ^^1 eTT(nT), (0 < ^ ^*) r^+a-^)), 

wenn wir mit Cj den absolut gröfsten Wert voi| SS8ia(i) und mit 
c eine endliche Konstante bezeichnen, die lediglich von der Gestalt 
der Kurve tf abhängt. Es folgt weiter: 



i-x 



(0<^<ri + 3(i-^)), 

wenn Cg den absolut gröfsten Wert von SB2a(i) vorstellt, oder da 
allgemein 

Gj < AJ • abs. Max. f, 

*) Vgl. Anmerkung S. 10. 
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wo A eine endliche, lediglieh von der Gestalt der Kurve a ab- 
hängende Konstante ist, auch: 

abs. Q -^ < Y^ [1 + (1 - ^)] (abs. Max. f + a) ßi+2(i-x) ^ 



da 

wo auch Y (> 1) eine lediglich von der Gestalt der Kurve a ab- 
hängende endliche Konstante ist. Es folgt nun successive: 

abs.e-g^<r^[l+(l~A)][l+2(l-A)](ab8.Max.fH-a)^i+3(i-^), 
und allgemein: 

l-X 



(abs. Max. f +a)^i + ü-i)(i-x)^ 

oder: 

abs. Q-Q< 1 . 2 . 3 . . . (j - 1) yj-^ • e^+ö-Dd-X) . endl. Konst. 
Es folgt somit: 
67 a) abs. q-^^ endl. Konst. 1 • 2 • 3 . . . j • /J> i+J* a - ^ 

und wir können die Formel 66) folgendermafsen schreiben: 
67b) abs. ^' 1^^ endl. Konst. 1.2.3... (J4-l).;^J+i ^i+ü+Dd^), 

Die Formeln 64), 65), 67b) werden uns gestatten, die 
Giltigkeit der Formel 62) auch bei unendlicher Annäherung des 
variabeln Punktes an P längs der Kurve a zu beweisen. 

§ 3. 
Wir zeigen zunächst, dass auf o': 

abs. (Uii + 2Cj))_ 



68) { 



, „ , ^ endl. Konst. L'J, (L' < 1), 

abs. Uja 
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auch wenn man sich P auf <t' unendlich nähert. Nach 64) gelten 
diese Formeln, wenn man sich in einer endlichen Entfernung R 
von P hält, dieselben werden allgemein auf </ bewiesen sein, 
wenn wir zeigen können, dass 

R 

69) \ abs. ^ d& < endl. Konst. L'J, (e beliebig kein). 

€ 

Es ist nun nach 65) und 67 b): 
R 

\ abs. ^ da' < endl. Konst. U jai + «g lo© ^ 

H- «3 1 . 2 • 3 . . . (j + 2) rJ+2 pi+ü+i)(i-x)|^ 
wo P ganz beliebig gewählt werden kann, falls wir nur 

machen, und wo «i, a^, «g endliche, von j ganz unabhängige 
Konstanten vorstellen. 
Wir setzen nun: 

wo E eine von j unabhängige, genügend kleine Konstante, I einen 
echten Bruch vorstellt, von der Eigenschaft, dass: 

70) L' = j<l, 

dann folgt in der That die Ungleichung 69), da auch*): 

1 . 2 . 3 . . . (j 4- 2) ri+3 [^ , x-Ct;] i+ü + i)(i-x) = endl. Konst. L'J. 



*) Die linke Seite ist kleiner als: 

[(j + 2)y]^+*t»'\(r<l) 
und es ist bei genügend grofsem von j unabhängigen a: 

l^ = - L' J 

wie leicht durch Logarithmieren dieser Ungleichung folgt. 



i 
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Damit sind die Relationen 68) auf a' auch bei unendlicher 
Annäherung an P bewiesen. 
Da nun*): 

Uj r= Wj+i — Wj im Aufsengebiete, 

Uj 4- 2Cj = Wj+i 4- Wj im Innengebiete, 

so sind die Reihen: 

Wj = Wo + (W, ^Wo) + (W2-WO + --- + (W5~Wj_i) 

im Aufsengebiete, 

(^l)JWj = Wo--(Wi+Wo)4-(W2+Wi) +(_l)i(Wj+Wj^i) 

im Innengebiete 

auch bei unendlich wachsendem j stetige, allgemeine Potential- 
funktionen solcher Teile S2 des Auf^engebietes (Innengebietes), 
die von Kurven begrenzt werden, welche in den Trennungs- 
punkten P mit den dort zusammentreffenden Teilen von c von 
null verschiedene Winkel bilden , im übrigen ganz innerhalb des 
Aufsengebietef; ^Innengebietes) verlaufen. Nun ist innerhalb i2 

lim Wj = 0, 

es folgt somit auch in ganzer Erstreckung von Si und auf jeder 
Kurve a\ welche c in P unter einem von null verschiedenen 
Winkel trifft: 

71) limWj = 0. 

j = oo 

Nachdem wir diese Relation erhalten haben, folgt aus den 
Identitäten: 

Wj = - (Wj+i - Wj) - (Wj+3 - Wj+i) (im Aufsengebiete), 

Wj = (Wj + i -4- Wj) - (Wj+a 4- Wj+i) + . • • (im Innengebiete) 

72) abs. Wj ;e endl. Konst. L'J 

auf einer Kurve a\ welche in P mit den in P zusammentreffenden 
Teilen von o* von null verschiedene Winkel bildet, auch bei 
unendlicher Annäherung an P. Dasselbe gilt natürlich, wenn wir 
uns irgend einem anderen Punkte von er auf einer Kurve a' 
nähern, die mit a von null (n) verschiedene Winkel bildet, falls 



*) Formeln 127, S. 196, Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II. 
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dieser Punkt durch endliche Entfernungen von den Trennungs- 
punkten getrennt ist. 

Wir betrachten nun die tangentiale Ableitung 



73) 



0Wj 



+ 1 



da 



da 



(5ti) 



= f^|j(W,-C,)^-^^-^d. 



(57)) 



auf einem der in P zusammentreffenden Teile von o*. Der von 
diesem Teile a^*) von a herrührende Betrag in dem Integrale: 

€ 

in dem R eine endliche, s eine beliebig kleine Länge vorstellt, 
ist wieder [man vergleiche 62a), 62b) Anmerkung S. 25] seinem 
absoluten Werte nach 

endl. Konst. V. 



Den Teil des Integrales; 

W, 2^ der, 
a 



i- 



welcher von der ganzen übrigen Kurve Cg herrührt, wollen wir 
mit ^Fj bezeichnen. Wir begrenzen ein Gebiet ^ durch cTg und 
eine Kurve o^, welche a^ in den Randpunkten unter von null 
verschiedenen Winkeln trifft, im übrigen ganz innerhalb von a 
verläuft, dann ist: 



^ = ^ 



rr ö Wj cos (rx) dWj cos (ry) öWj cos (rz)"| , 
J L öx r öy r 8z r J 



i 



^,, cos (ry) , 
Wj — f-^ der, 



und da auf a' 

abs. Wj ^ endl. Konst. L'J, (vgl. 72) 

so ist auf 0*1 (analog der Untersuchung S. 25 — 26 für Uj) 



*) Bis zu einer endlichen Entfernung von P genommen. 
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rfA\ u ,r. -- endl.Konst. , ,.^. 
74) abs. ^Pj <: • L ^ ), 

--. , d^^i ^^ endl. Konst. ^ ,. 
75) abs. -^ < • L J 

(unter Berücksichtigung des Hilfssatzes S. 319 im II. Bd., Lehr- 
buch der Potentialtheorie), und nach 67 a) und Satz I: 

dUA - ^-^ 

76) abs. Q-^< endl. Konst. 1 • 2 . . . (j + 1) ;'J + i . p i+ü+Dd-x), 

Aus den Formeln 74), 75), 76) ergiebt sich aber in genau der- 
selben Weise, wie im Anfang dieses Paragraphen für Uja resp. 
Uji-h2Cj aus 64), 65), 67 b): 

R 

77) abs. r^ da ^ endl. Konst. L"J, (L" < 1), 

€ 

wenn « eine beliebig kleine Länge vorstellt. Damit ist aber be- 
wiesen, dass auf a: 

78) abs. (Wj4.i — Cj)<a-^, (a endlich, ^ echter Bruch) 



auch bei unendlicher Annäherung an die Trennungspunkte. 

Jetzt erst sind wir gerade so weit, wie in dem Beweise für 
stetig gekrümmte Kurven an der Stelle der Formel 133), S. 198, 
Bd. II, Lehrbuch der Potential theorie, und von da ab ist der 
Beweis der Methode des arithmetischen Mittels mit demselben 
Wortlaut giltig. Wir erhalten das Resultat: 

VI. (Methode des arithmetischen Mittels.) Es sei <f 
eine beliebige geschlossene Kurve, die sich aus einer 
endlichen Anzahl stetig gekrümmter Kuventeile zu- 
sammensetzt, f eine auf derselben eindeutige und stetige 
Funktion von solcher Beschaffenheit, dass die ersten 
Ableitungen des Kurvenintegrales: 

cos (rv) 



-^' 



Wo = - — \f ^ ^ d(7 



a 



*) Man könnte auch diese Formel leicht etwas weiter fassen, doch 
dient dieselbe wieder nur, um zu zeigen, dass V^j auf a seinem absoluten 
Werte nach ^ endl. Konst. L'*", in endlicher Entfernung von P. 
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eindeutig und stetig sind, solange man sich in irgend 
welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung von 
den Trennungspunkten der Kurve c hält, während in 
genügend kleiner Entfernung q von denselben die Re- 
lationen bestehen: 

abs.^-^<ca-ei-\ 

wo h eine beliebige Richtung, a eine endliche*) Kon- 
stante, X einen echten Bruch vorstellt; man bilde suc- 
cessive die Funktionen: 

ir^cosMd 



79) 



2Bj+^==^j(2B3a4-2Bii)^^dcr, (j = l, 2...), 



dann stellen die Funktionen! 



und 



80 a) 



80b) 



Ua=-^f;i(SKj+i + äBj), 







00 



1 



1 ^ 
= -i-E^(-l)^-'HSBi+. 





Ui = -^ 



00 



2i {- ly m - 2C) 
1 



m, 



die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des 
Aufsen- resp. Innengebietes von a dar, welche an der 
Kurve a die Randwerte: 



81) 



Ua = f+C, 

Ui = f 



*) Bei Annftherung längs a oder unter von nnll verschiedenen Winkeln. 
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besitzen; dabei bedeutet C die Konstante, zu welcher 
die Reihe 

Y [(SBii - asoi) + (83321 - aasii) + • • •] 

konvergiert. 



Ich habe 'Sen Satz VI bisher nur für den Fall bewiesen, dass 
das Innengebiet und das Aufsengebiet von a einfach zusammen- 
hängend ist, da wir diese Voraussetzung für unseren Beweis der 
Poincar^schen Sätze machen müssen. Es ist aber für den Beweis 
einerlei, ob wir uns mit Teilen der Ebene oder mit Teile einer 
Riemannschen Fläche (mit einer endlichen Zahl von Blättern) 
beschäftigen. 

Dass Satz VI aber auch für mehrfach zusammenhängende 
Gebiete gilt, will ich an dem Beispiele des Innengebietes zweier 
geschlossener Kurven (f^ a^ illustrieren, von denen die erste ganz 
innerhalb der zweiten liegt. Wir zerlegen das Gebiet durch einen 
Querschnitt ^, der von einem Punkte von a^ nach einem Punkte 
von 0*2 läuft, in ein einfach zusammenhängendes Gebiet Wi und 
denken uns dieses als Teil einer zweiblättrigen Riemannschen 
Fläche, deren beide Blätter die Kurve 2 gemein haben. 

Die Existenz der Lösung Ui des Dirichletschen Problems bei 
gegebenen (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen Randwerten 
ist bereits durch die Methoden von Murphy*) gesichert, und wir 
können auf den einfach zusammenhängenden Teil Wi der Riemann- 
schen Fläche den Satz VI anwenden, bei den Randwerten üi, 
falls diese den Voraussetzungen des Salzes VI entsprechen, wobei 
die beiden Punkte, in denen 2 die Kurven a^ und Cg trifft, zu 
den Trennungspunkten hinzuzurechnen sind. Es ergiebt sich auf 
diesem Wege mit Hilfe der Betrachtung S. 205 — 209 im II. Bande 
meines Lehrbuches der Potentialtheorie, dass der Satz VI auch 
für mehrfach zusammenhängende Gebiete gilt, bei stetig ge- 
krümmten Randkurven, falls nur die Randwerte f (abteilungsweise) 
eindeutig und stetig sind; besitzen die Randkurven Trennungs- 
punkte, so muss das Integral 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 230 ff. 
Korn, Abhandl. 2. 
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1 C cos (tp) 
Wn = \ f ^ — ' da über die Randkurven er 

in der Umgebung der Trennungspunkte eindeutig und stetig sein 
und seine ersten Ableitungen in genügend kleiner Entfernung q 
von denselben die Relationen erfüllen: 

wo a eine endliche*) Konstante, X einen echten Bruch und h 
eine beliebige Richtung vorstellt. 



*) Bei Annäherang längs c oder unter von null verschiedenen Winkeln. 
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Das Hecht der Übersetzung in fremde Sprachen wird vorbehalten. 



1/ie zweite Randwertaufgabe im Räume verlangt die Auf- 
findung je einer stetigen, allgemeinen Potential funktion*) des 
Innen- und Aufsenraumes einer stetig gekrümmten**) Oberfläche w, 
denen vorgeschriebene auf w (abteilungsweise) eindeutige und 
stetige normale Ableitungen F zukommen, wobei in dem Falle 
des inneren Problems F der Bedingung: 



I- 



Fda) = 

genügen muss. 

Die zweite Randwertaufgabe findet durch die Methode des 
arithmetischen Mittels ihre Erledigung zunächst für alle Flächen co, 
welche die Transformation von Poincare***) zulassen, also im 
besonderen für stetig gekrümmte, geschlossene Flächen, welche 
in bezug auf einen inneren Punkt konvex t) sind. Das entsprechende 
Problem in der Ebene findet auch für mit Ecken behaftete ge- 
schlossene Kurven durch den Beweis der Gültigkeit der Methode 
des arithmetischen Mittels ff) seine völlige Erledigung. Aber auch 
im Räume kann jetzt die Ausdehnbarkeit der Methode des arith- 
metischen Mittels auf beliebige geschlossene, stetig gekrümmte 



*) Ich bediene mich derselben Bezeichnungen, wie in meinem Lehr- 
buche der Potentialtheorie, I. Bd. (Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung, 
Berlin 1899). S. 215, 220. 

**) d. h. es sollen die Bichtungskosinusse der Normalen eindeutige und 
stetige Funktionen der Stelle (S n C) &uf der Fläche sein und endliche erste 
Ableitungen haben, (ib. S. VIII.) 

***) Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 357. 
t) d. h. für welche ein Punkt innerhalb o» so existiert, dass sich von 
ihm keine Tangente an die Fläche legen lässt. 
ft) Abhandlungen zur Potentialtheorie 2. 

1* 
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Flächen mit Hilfe eines wichtigen Theoremes von Zaremba*) in 
einer Form bewiesen werden, bei welcher alle Schlüsse, die wir 
aus der Methode ziehen werden (I. Abschnitt), giltig bleiben. 

Wir werden hierauf zu der sogenannten dritten Randwert- 
aufgabe übergehen: 

Eine stetige, allgemeine Potentialfunktion U des Innen- 
raumes**) von cö zu konstruieren, welche an w die Bedingung: 

'^ + Vu = f 

erfüllt, wo (p und f gegebene (abteilungsweise) eindeutige und 
stetige Funktionen der Stelle auf «, X eine gegebene positive Zahl 
vorstellt (y stets #0). 

Mit Hilfe von Methoden, welche bereits von Poincare vorge- 
zeichnet und besonders für dieses Problem von Le Roy, W. Steklofif 
und Zaremba ausgebildet worden sind, kann man zeigen, dass dieses 
Problem stets eine und nur eine Lösung hat, falls nicht X gerade 
einer (wesentlich von der Funktion (p abhängigen) unendlichen 
Reihe von positiven, mit j unendlich wachsenden Zahlen 

angehört. Dagegen existieren für jedes dieser Aj stetige, allge- 
meine Potentialfunktionen Vj des Innenraumes von o) so, dass 
an <»: 

8Vj 



+ Aj9.2Vj = 0, fy2v.»da. = l, 



8»' 

fi) 



die sogenannten Le Royschen Fundamental funktionen des Innen- 
raumes, welche der Funktion (p^ entsprechen. (II. Abschnitt)****). 



*) Man vgl. 8. Zaremba, sur la theorie de T^quation de Laplace et lee 
methodes de Neumann et Robin (Krak. Anz. 1901), in Verbindung mit 
früheren Untersuchungen von Poincar^ (acta mathematica 1895), W. Stekloff 
(C. R. 1899, 1900) und meinen Untersuchungen (Lehrbuch der Potential- 
theorie 1899, Abhandlungen zur Potentialtheorie 1). 
**) Für den Aufsenraum ist alles analog. 

***) Litteratur hierzu : H. Poincarö, Rendiconti del Ciifcolo Matematico 
di Palermo 1894; acta mathematica 1895-, Le Roy, Ann. de T^cole normale 
1898; W. Stekloff, C. R. 1899 und 1900; S. Zaremba, Krak. Anz. 1901. 



Wir werden aus diesen Le Royschen Fundamentalfunktionen 
eine neue Art von Fundamentalfunktionen Uj zusammensetzen, 
welche mit denen von Le Roy durch die Relationen verbunden sind: 



^, „ 1 C\, cosCrv) , 



und den folgenden Satz beweisen: 

Ist U eine ganz beliebige Potentialfunktion des Innenraumes 
von o), so lässt sich in ganzer Erstreckung*) dieses Raumes 
die Funktion 



y_ 1 j-yCOsM^^ 
27rJ r^ 



a> 



in eine nach den Uj fortschreitende konvergente Reihe ent- 
wickeln : 

Wir werden schliefslich auch eine allgemeine hinreichende 
Bedingung dafür aufstellen, dass U in ganzer Erstreckung 
des Gebietes nach den Vj entwickelbar ist. (III. Abschnitt.) 



I. Abschnitt. 

Die Lösung: der zweiten Randwertaufgabe mit Hilfe 
der Metliode des aritlimetisclien Mittels. 

§ 1. 

Die Möglichkeit, mit Hilfe der Methode des arithmetischen 
Mittels die zweite Randwertaufgabe zu lösen, ist bereits von 
C. Neumann in seinen Untersuchungen über das logarithmische 



*) Innerhalb w, d. h. in endlicher Entfernung von ai konvergiert 
auch stets die Reihe: 

Ci V, -h CaVj + .-.. + Cj Vj H , 

und sie stellt innerhalb w die Potentialfunktion U dar. (W. SteklofF 
C. ß. 1900.) 
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und Newtonsche Potential *) dargelegt worden, und zwar gelangt 
man zu der Lösung des Problemes in seiner allgemeinsten Form 
in folgender Weise: 

Es handle sich darum, eine stetige, allgemeine Potential- 
funktion U des Innenraumes einer geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche 00 so zu finden, dass an oo: 

wobei vorläufig F eine auf w eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle vorstellen soll, welche der Bedingung genügt, dass für zwei 
beliebige in genügend kleiner Entfernung rja gelegene Punkte 
<?i^i?i) und (?2i72?8) von <o: 

2) F(?,,,:,)-F(?,,.?,)^A.r.,-N (, f,h"f Brich) 
und für die 

3) lFda) = 0. 

Es ist dann das Potential 

do) 



4) v=rF 



r 

(0 



Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes, d. h. es sind mit 
V auch die Ableitungen 

dV dV dW 
öx ' öy ' dz 

in ganzer Erstreckung des Innenraumes und in ganzer Erstreckung 
des Aufsenraumes eindeutig und stetig**). 

Die Neumannsche Methode gestattet uns nun, die Funktion V 
im Aufsenraume als Potential einer Doppelbelegung: 

5) W = i Xa j-^ dcö (= V im Aufsenraume) 

60 



*) Leipzig (Teubner 1877). 

**) Holder, Beiträge zur Potentialtheorie (Stuttgart 1882). Lehrbuch 
der Potentialtheorie Bd. I, S. 388. 
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darzustellen, und es ist x« eine eindeutige und stetige Funktion 
auf cö von solcher BeschaflFenheit, dass: 



6) 



Es ist dann 



8W 


i 


0W 

dv 



') 



a 



7) U = :r^(W-V) 



*) Sind nämlich: 
SB, 



2n] 



^ \ V ^i^> d«., 



r» 



0* 



®i = + i j"(®i - M + «»i - i.i) ^r^^ «J-. (j = 1. 2 • • •) 



(O 



die Funktionen der entsprechenden Neumannschen Reihe, so ist: 

Nun folgt aus den Sätzen I — III, Abhandlungen zur Potentialtheorie 1, 
S. 5 — 10, dass die Funktionen 

(2B3a + 2B3i) + (204^4- 2B,i) + --- 

Funktionen von solcher Beschaffenheit sind, dass die Differenz der 
Werte ihrer ersten Ableitungen in zwei beliebigen Punkten (lijyjCi) und 
{^2 9t Ca) von 0) in genügend kleiner Entfernung ri2 ihrem absoluten Werte nach 



A»r 



i_x / A endlich, \ 
'* ' \}. echter Bruch./ 



(Man vergleiche hierzu auch Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, 
S. 244). Nach dem Satze 5 a, Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 329, 
wird somit die Formel 6) unmittelbar folgen, wenn 



aj 



^cos^)^^ 



^1 8 fy cos ( 

i I öi'J r^ 



a 



(Ü 



a> 



Das folgt aber, da V Potentialfunktion des Aufsenraumes ist, durch 
Subtraktion der Formeln: 



av 

dv 



a 471 1 dv ] I 



av d(o 



a r 



a 



An 



^fv^Hdo, 



dv 



I 



a 



(ü 



(Ü 



4:71 I OVj I 



avi du) 

dv a r 



1 ! 9 Ttt cos (rv) , 

— — — 1 V ~— dw 

i 471 1 dvj r* 



iO 



(0 



1 
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die gesuchte stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von o», welche an m die normalen Ableitungen F besitzt, 
und zwar ist U eine wirkliche Potentialfunktion. 
Denn es ist an »: 



dp 4n ! 



( 



471 I 



8W 




8V 












dy 1 


8v,J 


» 




8W 


i^v 




, 1 f 


8V 




8V 


dy 


a 


dy 


a 


f+4.r 


dy 


a 


Sv 



= F. 



Es ist ferner W Potentialfunktion des Innenraumes; denn 
nach der Anmerkung der vorigen Seite und Satz 5a (Lehrbuch 
der Potentialtheorie, Bd. I, S. 329) folgt der Beweis hierfür un- 
mittelbar, wenn 

27rJ r^ 

Potentialfunktion des Innenraumes ist; das ergiebt sich aber, da 
V Potentialfunktion des Innenraumes ist, sofort aus der Formel: 

8V I dcö 



--^i 



tv 



+ 



1 f.. cos (rv) , 



(A 



(O 



nach welcher die normalen Ableitungen von SBi eindeutige und 
stetige Grenzwerte vorstellen, und daraus, dass auch die ersten 
tangentialen Ableitungen von S38i infolge der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit der ersten Ableitungen von V eindeutige und stetige 
Grenzwerte repräsentieren*). 



*) Es folgt dies leicht mit Hilfe der Formel: 






9V cos(r»') 
äh r«"" 



d(ü 



— \ cos {vh) I 



9Vcos(rx) öVcos(ry) 6V cos 



ai 



r^ 



+ 



dn 



ac 



8(rz) ] ^ 
^jiä— |d«, 



(0 



(Lehrbach der Potentialtheorie, Bd. I, S. 46), in der, wenn h eine tangentiale 
Eichtung vorstellt, für ein endliches Gebiet um den betteffenden Pankt der 
Fläche, dem man sich nähert: 

abs. cos (vh) ^ endl, Eonstr 

ist. (Man vergleiche den Beweis des analogen Satzes in der Ebene. Lehr- 
buch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 143.) 
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Wir haben somit das Resultat erhalten, dass wir di« Lösung- 
der zweiten Randwertaufgabe als Potentialfunktion erhalten, wenn 
F die Bedingung 2) erfüllt. 

§ 2. 

Um uns von der Bedingung 2) zu befreien, werden wir un& 
des folgenden Hilfssatzes bedienen: 

Hilfssatz*). Ist H eine auf einer geschlossenen**)^ 
stetig gekrümmten Fläche « (abteilungsweise) eindeutige 
und stetige***) Funktion, so haben die normalen Ab- 
leitungen des Flächenpotentiales: 



8) V = 



auf der Fläche selbst: 

dV 



9) 



dv 



CO 



H 



8V 



+ 



a 



8V 



IJ 



die Eigenschaft, dass für zwei beliebige Punkte (J, ly, fj) 
und (Ij 1)2 Ca) der Fläche in genügend kleiner Ent- 
fernung Tu'. 



10) abs 



•[ 






a • abs. Max. H Vr 



12 t 



wo a eine endliche (lediglich von der Gestalt der Fläche 
abhängende) Konstante vorstellt und abs. Max. H den 
absolut gröfsten Wert, den H auf w besitzt. (Ist H auf 
cö eindeutig und stetig, so kann überdies a kleiner an- 
genommen werden, als eine beliebig kleine, feste Kon- 
stante €.) 

Wir denken uns zum Beweise um den Mittelpunkt der 
Geraden (?i ^^i Ci) — ^{'^^^2^2) ^Ine Kugel mit dem Radius 



P=a. Vi 



12 9 



*) Man vergleiche Liapoanoff, sur certaines qaestions qui se rattachent 
au probl&me de Dirichlet (journ. de math. 1898); Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. I, S. 389. 

**) Der Satz gilt auch für ungeschlossene Flächen. 
***) Der Satz gilt auch noch, wenn H auf w nur endlich ist, im Sinne 
von „im allgemeinen eindeutig und stetig". 
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wo a eine beliebige endliche Konstante vorstellt; die Schnitt- 
kurve dieser Kugelfläche mit m zerlegt (bei genügend kleinem Vi^) 
o» in einen Teil «i, der (?i i^j Ci) und (§2 '"li C2) enthält, und einen 
Teil cö — (»1. 

Wir können ferner um eine Kugel mit einem endlichen 

Radius 

R = /J 

konstruieren, deren Schnittkurve a mit w die Fläche w in einem 
Teil Wi + «a, der (J^ fi^ ly) und (J2 ^2 ^2) enthält, und einen Teil 
^ — (»1 — 0)2 zerlegt, und zwar so, dass, wenn r die Entfernung 
und Richtung eines Punktes von «1 + cog nach einem Punkte 
Ton <»i bezeichnet und v^ die Richtung der Normalen in letzterem, 

cos (rvo) = r • F, 

wo F endlich ist. Wir können daher in ($1 fi^ fi) und (?2 fi^ C2) 

öVI 



den Ausdruck 



8V 



8v 



so schreiben: 



u> 



ö»' 



u> 



O) — (öl 



I 



H 



do) 



ft), 



«, dv 



J r «, J 



der} 



(Ol 



'2 ^2 "'1 

Bilden wir nun die Differenz der Werte von 



av 



für 



(O 



(?i ^1 ^1) ^^^ (?2 ^2 ^2)» SO ist der von dem ersten Integrale her- 
rührende Teil dieser Differenz seinem absoluten Werte nach 

< endL Konst. abs. Max. H^Vi^^ 

da die Punkte von cö — (»i — (»2 endliche Entfernungen von (»i 

cos (w \ 
besitzen, somit die ersten Ableitungen von \r^^ ^^ dem ersten 

Integrale für Punkte (XoYqZo) von (»i eindeutig und stetig sind. 
Der von dem zweiten Integrale herrührende Teil der Differenz 
ist seinem absoluten Werte nach 

= ji rr A abs. Max. H 

<z. endl. Konst. ri2, 



endl. Konst. abs. Max. H • Vr 



12 » 



cos (tv \ 
da in den ersten tangentialen Ableitungen von \-^ 
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cos (voho) — 3 cos (r>'o) cos (rho) 



r» 



(ho tangentiale Richtung) 






in dem zweiten Integrale 

cos (voho) = 0, 
cos (ri'o) = r F 

gesetzt werden kann, wo F in ta^ endlich ist, so dass die tan- 
gentialen Ableitungen des zweiten Integrales die Form erhalten: 

i 

«2 

WO W in «2 endlich ist, und ihrem absoluten Werte nach 

= ji TT X abs. Max. H - 
<: endl. Konst. 

Q 

sind, wenn q die kleinste Entfernung des variabeln Punktes von* 
«2 vorstellt. 

Der von dem dritten Integrale herrührende Teil der Diflferenz 
ist seinem absoluten Werte nach 

endl. Konst. abs. Max. H«P*), 



endl. Konst. abs. Max. H« yri2'. 

[Ist H auf der geschlossenen Fläche eindeutig und stetig, 
€ eine beliebig kleine feste Konstante, so kann man, wenn H^ 
den Wert von H in einem Punkte (xoYoZo) '^ön <»i vorstellt, 
durch genügende Verkleinerung von ria abs. (jfiT— Äq) auf «i 

< endl. Konst. «^ 
machen und: 

^ endl. Konst. ,/ — 

setzen, es folgt dann aus unserem Beweise, dass man durch ge- 
nügende Verkleinerung von ri2 

abs. ^ i (?j ^2 Q - ^;, ß\ ni fi) N « Vris' 
machen kann.1 

*) Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 39 (Formel 48).- 
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§ 3. 
Es handle sich jetzt darum, die stetige, allgemeine Potential- 
funktion U des Innenraumes von « zu konstruieren, welche an a> 
die normalen Ableitungen F besitzen soll, wo: 



I' 



Fd« = 

CO 



und von F lediglich vorausgesetzt werden soll, dass es auf » 
(abteilungsweise) eindeutig und stetig ist. 
Nach dem Hilfssatze ist: 



11) 0^1,\L{f^ ^F + i-l-fF 



dm 



a> a> 



eine Funktion der Stelle auf «, welche der Bedingung genügt, 
dass für zwei beliebige Punkte (Sifli Ci) und (^2V2^i) der Fläche 
in genügend kleiner Entfernung r,2: 

12) abs.[<P(l.i?3?.)-a>(li^xfi)]<A".r,-S (, e^i^^'ßt'ch) 

wir können somit nach § 1 die Potentialfunktion (p des Innen- 
raumes von cö bestimmen, welche an « die normalen Ableitungen 
besitzt; unsere gesuchte stetige, allgemeine Potentialfunktipn U 
ist dann: 

und sie wird im besonderen Potentialfunktion sein, wenn wir 

dies von 

da» 



i 



F 



r 

aussagen können. 

Die Betrachtungen für den Aufsenraum sind völlig analoge 
und wir können das folgende Resultat aussprechen: 

I. Ist F eine auf der stetig gekrümmten, geschlosse- 
nen Fläche CO (abteilungsweise) eindeutige und stetige^ 
Funktion der Stelle, so kann man (bei dem inneren 
Probleme abgesehen von einer willkürlichen, additiven 
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Konst-anten) stets eine -und nur eine stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsenraumes von cö 
konstruieren, welche an « die normalen Ableitungen F 
besitzt, wobei für das innere Problem noch die Be- 
dingung: 

Fdft) = 



j' 



0) 

vorausgesetzt wird. 

Diese Funktion ist im besonderen dann und nur 
dann eine Potentialfunktion des betreffenden Gebietes, 
wenn dies für die Funktion: 



i 



F^ 



CO 

gilt. 



IL Abschnitt. 

Über die Lösung der dritten Randwertaufgabe 
und die Le Koyschen Fundamentalfunktionen. 

§ 1. 

Wir stellen folgenden Hilfssatz*) voran: 

Hilfssatz. Es seien f ^ f g . . . f p p Potentialfunktionen 
des Innenraumes einer ganz beliebigen stetig gekrümmten, 
geschlossenen Fläche «, von denen weiter nichts vor- 
ausgesetzt werde, als dass sie linear unabhängig sind, 
d. h. dass zwischen ihnen keine Relation von der Form 
stattfinden kann: 

ßih+ß2h-\ hi^pfp = (im ganzen Innenraume), 

wo ß\ß2*''ßv Konstanten sind, die der Gleichung: 

*) Man vergleiche zu diesem wichtigen Satze die in der Einleitung 
genannten Arbeiten von Poincar^, Le Roy, Stekloff, Zaremba. 
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genügen. Man kann dann stets, falls p eine genügend 
grofse Zahl ist, die p Eonstanten 

SO berechnen, dass 

14) «i2 + aj^ + ... + crp2=l 

und die Funktion: 

15) 1/; = «1 fj + «2 fg H h «p fp 

die Ungleichung erfüllt: 



j 



16) 



(o ,3^ a 



mhi^him'' 



Kp-l 



1 

wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
abhängende, von den Funktionen f i f 2 . . . f p gänzlich un- 
abhängige Länge vorstellt. 

Es sei zum Beweise ip irgend eine die Bedingung: 



7) r(//d«=0 



1 , 

erfüllende Potentialfunktion des Innenraumes einer beliebigen 
geschlossenen, in bezug auf einen Punkt innerhalb konvexen*) 
Fläche S2, welche sich aus einer endlichen Zahl stetig gekrümmter 
Flächenstücke zusammensetzen möge.**) 

Wir bemerken zunächst, dass in diesem Falle: 



I 



ip^ dca 



^8) -yr--.TV^x ... ,..-oT < b . Max. 5R, 



i [(!!)'- m'- m] - 



*) d. h. es soll ein Punkt O innerhalb Ä so existieren, dass jeder j 

Radiusvektor von O nach irgend einem Punkte von Sl mit der Normalen (] 

71 

in diesem Punkte einen Winkel 4= •« bildet. n 

**) Es dürfen also Ecken und Kanten vorhanden sein. Spitzen und , 

scharfe Kanten bleiben, wie stets, ausgeschlossen. ' j 

■ 

I 
4 
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wenn Max. 9t den gröfsten Radiusvektor von nach eineiD 
Punkte von i2 und b eine von der Funktion iV und. der Gestalt 
der Fläche Q gänzlich unabhängige, endliche Konstante vorstellt^ 
sobald mir die Gröfsen: 

Min.9i 



abs. Max. cos {^v) und 



Max.« 



oberhalb einer bestimmten, von null verschiedenen positiven» 
Zahl bleiben. Wir verstehen dabei unter 3? die Entfernung und 
Richtung 

von einem Punkte (J ri f ) der Fläche Si — >- 

und unter v die Richtung der inneren Normalen in (5.iyC). 

Es ist dies eine unmittelbare Folge der Untersuchung 
S. 236—247 in meinem Lehrbuche der Potentialtheorie, Bd. I; mai> 
hat in derselben nur statt Wi und Wa die Funktion ^ resp. die- 
jenige Potentialfunktion des Aufsenraumes von Ä zu setzen,, 
welche an i2 die Randwerte (// besitzt. 

Nach dieser Bemerkung sei nun wieder «o eine beliebige 
geschlossene, stetig gekrümmte Fläche; ich behaupte, dass wir 
den Innenraum von co in eine endliche Zahl p von Räumen tj so 
zerlegen können, dass die Oberfläche i3|j von tj in bezug auf 
einen Punkt Oj innerhalb i2j konvex ist, dass die Gröfsen: 

abs. cos (9ftj v) 

oberhalb einer bestimmten von null verschiedenen, positiven 
Zahl liegen, und dass 

19) ri^%^U 

wenn y einen oberhalb einer von null verschiedenen untere» 
Grenze gelegenen echten Bruch, I eine von null verschiedene, im 
übrigen beliebig kleine Länge vorstellt, die unterhalb einer be- 
stimmten (lediglich von der Gestalt der Fläche « abhängenden) 
von null verschiedenen Grenze liegt. Ich verstehe dabei unter 
9tj die Entfö-nung und Richtung von irgend einem Punkte i^i^l} 
der Fläche i2!j — >- Oj und unter v die Richtung der inneren Nor- 
malen von i2j in (J^yO- 

Man kann in der That zunächst bei genügend kleinem t 
den Raum zwischen co und einem der Oberfläche « genügend 



— 16 — 

nahen Polyeder*) mit einer endlichen Zahl von Seitenflächen in 
'eine endliche Zahl von Räumen tj teilen**), welche den genannten 
Bedingungen genügen; den Innenraum des Polyeders kann man 
seinerseits in eine endliche Zahl von . Tetraedern tj zerlegen, 
welche den genannten Bedingungen genügen; es handelt sich noch 
darum, eine Beziehung zwischen I und der Zahl p der Räume tj in 
<3estalt einer Ungleichung zu finden. Wir haben für jedes Gebiet 
die Ungleichung: 



4Tt 

~3~ 



■somit nach 19): 



[Min.aijP^Tj, 



P < m . Tj, 



wo m eine endliche (von der Gestalt der Fläche Sij ganz unab- 
Jiängige) Zahl vorstellt, und: 

p • P < m • T, 

wenn wir unter t den Rauminhalt des von « begrenzten Innen- 
gebietes verstehen, oder: 

20)1^^. 

Vp 

•eine Ungleichung, in der c eine endliche, lediglich von der Gestalt 
der Fläche «o abhängende Länge vorstellt. 

Nach 18) besteht daher, fklls tp eine Potentialfunktion des 
Innenraumes von co darstellt und der Bedingung genügt, dass für 
jedes der gewählten Sij 

21) \tf/d(a = 0, 

% 



*) Man errichte in einer genügend grofsen Zahl von Punkten (lo^oCo) 
der Fläche m in genügend kleiner Entfernung von einander die inneren 
Normalen Pq und trage auf denselben die genügend kleine Strecke to ab; 
die in den Endpunkten zu den Normalen Vq lotrechten Ebenen werden ein 
-solches Polyeder begrenzen. 

**) Indem man von allen Punkten der Polyederkanten die Normalen 
:zur Fläche to gelegt denkt. 
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für jedes Gebiet tj die Ungleichung: 

i^-^iii[(rrr+(i)'+(S)>- 



=.b-c C dtp 
und hieraus, da 

wenn man rechts die Summen über alle Oberflächen Äj der Teil- 
gebiete tj erstreckt, auch: 

WO a (=bc) eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
a> abhängende Länge vorstellt. 

Sind nun fi fj • . . fp fp + 1 p + 1 Potentialfunktionen des Innen- 
raumes von «, von denen man weiter nichts voraussetzt, als 
dass sie linear unabhängig sind, und setzt man: 

23) tp = a^ti+(^f2'i «pfp + ap+ifp+i, 

so kann man stets die Eonstanten a, ag . . • «p ap^i so bestimmen, 
dass die p Gleichungen 21) bestehen, und dass: 

denn die Gleichungen 21) sind p lineare Gleichungen für die Verhält- 
nisse der «ittg . . . «pttp+i, und es folgt dann in der That aus 22): 



I 



t/j^d<o 



und hieraus die Behauptung, indem man nur p mit p — 1 ver- 
tauscht. 

Korn, Abhftndl. 3. 2 



— 18 — 

Wir können sogleich folgenden Zusatz aussprechen: 
Zusatz 1. Sind d'ie Konstanten a^a^ , . . «p so bestimmt, 

dass die Ungleichung 16) stattfindet, so gilt auch die 

Ungleichung: 



f. 



0) _ a^ 



25) rrdw\2 . "^ l 



m) 



d« »^(p-i)^ 



Es ist in der That nach der bekannten Ungleichung: von 



Schwarz*): 



[j.ga.]"<j^a.J(tr)'d„, 



€0 (o <a 



somit nach 16): 

und hieraus folgt sofort 25). 

Zusatz 2. Man kann den Zusatz 1 auch auf den Fall 
ausdehnen, dass fifg . . . fp nicht mehr Potentialfunktionen 
des Innenraumes von « sind, sondern lediglich stetige, 
allgemeine Potentialfunktionen, welche (abteilungs- 
weise) eindeutige und stetige normale Ableitungen an 
der Fläche «o besitzen. 

Da in der Formel 25) nicht mehr allgemein g ' g » g 

vorkommen, sondern nur ^, so genügt in der That, dass die 

.pormalen Ableitungen der stetigen, allgemeinen Potentialfunktion 
t,^ an dö (abteilungsweise) eindeutige und stetige Grenzwerte haben; 
denn wir können zunächst die Formel für eine « beliebig nahe 
Parallelfläche «j**) beweisen und dann zur Grenze übergehen, 

da nicht blofs die Werte von ^, sondern auch die von ^ 

gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren (im Falle der abteilungs- 



VI 



*) Man vergleiche z. B. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 407, 
Anm. 49. 

**) Man vergleiche Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 2ll8. 
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weisen Eindeutigkeit und Stetigkeit von 



di/j 
du 



die letzteren mit 



Ausnahme eines kleinen Flächengebietes um die Trennungs- 
kurven*), das man beliebig klein wählen darf, so dass auch in 
diesem Falle der Grenzübergang streng ist, weil man in jedem 

Falle die Endlichkeit der Werte von -^ auch bei der Annäherung 

an die Trennungskurven aussagen kann). 

§2. 
Wir gehen nunmehr zu der dritten Randwertaufgabe über: 
Eine stetige, allgemeine Potential funktionU des Innen- 
raumes einer stetig gekrümmten, geschlossenen Fläche 
zu finden, welche an der Oberfläche « der Bedingung: 

26) ^ + X<p^\J^i 

genügt; dabei sollen f und y gegebene (abteilungsweise) 
eindeutige und stetige Funktionen der Stelle auf co, 
X eine gegebene von null verschiedene, positive Zahl 
vorstellen, <p überall an «=(=0 sein. 

Wir bilden successive die folgenden stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktionen Uq u^ u.2 . . . Uj . . . des Innenraumes von w (die 
Le Roysche Reihe), welche an to den Bedingungen genügen: 



27) 



dp 






l (f^ Uq dft) = 0, 



CO 



\ (f^ Ui dft) = 0, 



(O 









' = -y^ul» 



W^2 



dfti = 0. 



ft) 



J^ = _ y2uj _, L2 u. d« = 0. 



ft) 



*) d. h. die Kurven, welche notwendig sind, um w in Teile zu teilen, 



auf denen die Werte von ^— eindeutig und stetig sind. 



2* 
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Wir können nach Satz I alle diese Funktionen konstruieren, falls 



28) 



f f d« = 



ist. Wir wollen diese Bedingung stets voraussetzen und bemerken, 
dass man den allgemeinen Fall leicht auf diesen speciellen zurück- 
führen kann. Ist nämlich 



29)1 



fdai4=0 = C, 



so setze man: 



30) U = U + 



r 



Aicp^d« 

0) 



dann folgt aus 26): 



^ + A y 2 U = f - ^.-^— = F, 






wo F jetzt der Gleichung: 

31) rFda) = 

genügt. Wir können daher aussagen, dass mit dem jetzt stets 

zu gründe zu legenden specielleren Fall auch der allgemeine Fall 

abgemacht ist. 

Wäre: 

lim Uj = 0, 

j = oo 

und 

Uq + Aui + i''* u^ + • • • + AJ Uj H — • 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von « 
mit den (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ab- 
leitungen : 

SO würde diese Funktion die Lösung der Aufgabe darstellen; 
denn es folgt ja in diesem Falle für die genannte Funktion die 
Grenzbedingung 26), wenn man die Gleichungen der ersten 
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Kolumne in 27) resp. mit V (j=0, 1, 2...) multipliziert . und 
addiert. 

Es ist von vornherein zu erwarten, dass dies nur für Werte 
von l der Fall sein wird, welche unterhalb einer bestimmten, 
endlichen Grenze liegen; es wird auf die Bestimmung dieser 
Grenze, die leicht anzugeben ist-, wenn man eine Poincaresche 
Transformation für w kennt, im folgenden zunächst nicht ankommen, 
es wird aber für unsere weiteren Untersuchungen von Nutzen sein, 
uns einige Eigenschaften der Funktionsreihe Uq Ui Ug • . . zurecht- 
zulegen. 

§ 3. 
Wir wollen die Voraussetzung machen, es bestehe zwischen 
den p + 1 Funktionen: 

UoUj Ug-. .Up_2Up_iUp 

eine Relation: 

32) /JoUo + ftUi+/^;jU2 + --- + /JpUp = 0, 
wo i^o A 1^2 • • • ßp reelle Konstanten vorstellen, welche der Gleichung; 

33) ßo^ + ß,' + ß2' + '-+ßp' = l 

genügen, und wo p eine endliche ganze Zahl vorstellt. Wir 
werden zusehen, zu welchen Konsequenzen dies für die Funktion f 
führen muss. Wir wollen zuerst zeigen, dass man aus 32) stets 
eine Relation 

34) ro "o + n Ui + ^2 Ug H + rp - 1 Up - 1 = 

ableiten kann, wo ^o ^i ^2 • • • ^p - 1 reelle Konstanten vorstellen, 
welche der Gleichung: 

35) ro' + n' + r2' + --- + rp-_i = l 

genügen, in folgenden drei Fällen: 
1. Wenn die Gleichung 

36) ßo + ßi^ + ß2^^ + '"ßv^'^ = 

eine imaginäre Wurzel 

Xi + i X.2 (x.2 + 0) 
besitzt; 
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2. wenn diese Gleichung eine reelle negative Wurzel besitzt; 

3. wenn diese Gleichung eine positive Doppelwurzel hat. In 
der That berechnen wir die p + 2 Konstanten ^o ^i . . . rp -i x a, 
so dass: 

a ri = A + a X ro. 

ar2 = ^2 + axri, 

37) { 

a^p-.i = /Jp_i + ax;'p_2, (a4=0) 

= /9p +ax;'p_i, 

was auf p Weisen möglich ist, entsprechend den p Wurzeln x 
der Gleichung 36)*), so folgt aus 32): 

38 a) / ^0 Uo + ri u, + ^2 «2 H + ^p - 1 Up _ i 

l = x (ro Ui + n U2 H h ^p -1 Up) 

oder im besonderen an der Oberfläche w, wenn wir mit {—(p^) 
multiplizieren, nach 27): 



38 b) 



dy 



(ro Ui + n u» + ^2 "3 H h rp - 1 Up) 



= — X . y2 (^^ui +^1^2 + raUs H h rp-1 Up). 



Hat die Gleichung 36) eine imaginäre Wurzel 



und setzen wir: 



X = Xi + i X2 (Xg =t= 0) 



ro «1 + n "2 H h rp-i Up = X + i Y, 

so folgt, wenn wir 38b) mit (X — i Y) d« multiplizieren und über w 
integrieren: 



[(X 1^ + Y 1^) d« = - (xi + i xj) f(X« + Y^) d«, 



(a 



<t) 



*) Es folgt in der That durch Elimination von a yo» a /i ' ' • * ^p — i 
aus den p 4- 1 ersten Gleichungen 37) für x die Gleichung 36) und ent- 
sprechend jeder Wurzel ergiebt sich au« 37) je ein Wertsystem a yo^i • • • Xp _ i- 
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somit, falls X2 + 



I 



(X^+ Y^)lna = 0, 



oa 



oder : 



X = Y = 0, 

39) roUi+nUgH + rp-iUp=0 

und hieraus: 

40) ro^o + riUiH hrp-iUp-i = 0. 

Hat die Gleichung 36) eine reelle, negative Wurzel 

X = Xq , 

so folgt aus 38 b), wenn wir mit 

(ro "i + ri «2 H \-Yv-i %) d« 

multiplizieren und über « integrieren: 

VU'^ (ro Ui + n U2 H h rp-i Up)^ d(ö 

— uroUi+riU2H hrp-iUp)^(roU,+riU2H hrp-iUp)d(ö = 

CO 

und hieraus wieder 39) und 40), da das zweite Integral stets 
negativ ist. 

Hat schliefslich die Gleichung 36) eine positive Doppelwurzel 

41) x = x, , 

so können wir die p Konstanten d© <Ji • . . <Jp-2b so bestimmen, 
dass sie zusammen mit x die Gleichungen erfüllen: 

b<J2 = ^'2 + bxJi, 
42) 

brfp«2 = rp-2 + bx Jp_3, (b 4= 0) 

= ^p-i + bxdp-,2i 
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und wir können die Gleichung 38a) in der Form schreiben: 

43) F~2xFi+x2F2 = 0, 



wenn: 



44) 



( F = rfo «0 + <^i Ui H h <^p-i Up- j. 

8Fi 
dy 

a> 

»F 



dv 



= -<f^F, L»Fid« = 0, 






Ol 



Es folgt aus 43) und 44) an der Fläche w: 

ÖF 



dv 



+ 2xy2F-x2^2F^^0; 



diese Gleichung muUiplizieren wir mit (— Fj) da» und integrieren 
über (ö, dann ergiebt sich:*) 

L2 (F^ - 2 X F Fl + x2 Fi^) d« = 0, 



Ol 



und hieraus: 

45) F-xFi = 0, 

und das ist eine Gleichung von der Form: 

^0^0 + ^1^1 + h^p-iUp.-i = 0, 

wobei man die roTi. ..rp_i noch der Bedingung: 

unterwerfen -kann. 

Wir sind damit zu dem Resultat gelangt, dass man eine 
Gleichung von der Form: 

i^o^o + ÄUi+ftUgH -f-i^pUp = 

zwischen den Funktionen UqU^ . . . Up, in der p eine endliche Zahl, 
ßoßi***ßv reelle Konstanten vorstellen, die der Relation: 



*j Mit Rücksicht auf: 

aF 



f'S-I 



F f da. 



_-]•,. 



FMw. 



(Ü 



(ü 



(ü 
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genügen, stets auf eine Gleichung: 

46) ro^o + ri^i + y2»2 -\ hymUm=0, m<p 

reduzieren kann, wo die y^y, j'.j . . . ym reelle Konstanten vorstellen, 
die der Gleichung 

genügen und so beschaffen sind, dass die Gleichung: 

48) yo + riX + r2x2 + ... + y„x°' = 

m positive, einfache Wurzeln besitzt. 

Bezeichnen wir mit XiX2...Xni diese m Wurzeln, so ist, da 
eine Doppel wurzel nicht vorhanden ist, die Determinante: 



1 



^2 



2 



^2 



2 



...1 

• • • Jv 

• • • A 



m 



m 



2 



Xm — iv m — 1 Y na — 1 

j A2 • • • Aqx 



+ 0, 



und wir können somit mit Hilfe der m Gleichungen: 

fUo =V, +V2 +... + Vm, 



49) 



"1 =XiVi +X2V2 H t-XmVm, 



+ Xm » m> 



[ um-i = Xi°^-iVi + X2°^-i V2 + • • • + Xm'^-i Vm, 



die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innenraumes 
von «ö Vj V2 . . . Vm linear durch die UqUi . . . Um-i definieren. Aus 
49) und 46) folgt nun, da x, X2 . . . Xm die Gleichung 48) erfüllen, auch 



Um = Xi°^ Vi + X2°^V2 + . • • +Xni™V 



m» 



so dass wir V^ V2 . . . Vm anstatt durch die Gleichungen 49) auch 
durch die folgenden Gleichungen definieren können: 

50) Uj = XiiVi+X2JV2 + .- + XmJVm, j = 1, 2 . . . m. 
Nun folgt aus 50) und 27) an der Fläche co: 

51) -9)2uj_i = x,J-g^i+X2J^ + ... + x„.J-g^, j = l, 2...m, 
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und da wir die Gleichungen 49) auch so schreiben können 

52) +«|P«Uj-i = Xii-i<f''Vi+Xji-»y2Vj4-... + xJ-iy''V„„ 

= 1, 2...m) 
auch: 

63) = x,J-> (xi ^ + 9'Vi) + x,i-> (x, ^l^ + <p^V,) + ... 

+ xJ-i(x^-^^ + 92v,j(j = l, 2...m). 
Das sind m lineare, homogene Gleichungen für die m Gröfsen: 

^1 "ö7 + ^^^^' Xg -g^ + y2 Vg, . . . x„, -^ + y2v„„ 

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen 4=0 ist, 
einzeln: 

54) xj-g^ = -<^2v., (j = l,2...m). 

Es sind nun für jedes Vj zwei Möglichkeiten vorhanden, es 
kann 

Vj=0 oder ^0 

sein, in letzterem Falle muss auch das zugehörige Xj =1= sein. 

Die erste Gleichung 49) lehrt uns somit: Es ist bei unserer 
Voraussetzung: 

55) Uo = Vi + Vg + . . . + V^ (n ^ m ^ p), 

wo Vj V2 . . . Vn n linear in Uq u^ . . . Up ausdrückbare stetige, all- 
gemeine Potentialfunktionen des Innenraumes von« sind, welche 
an der Oberfläche von oy der Bedingung genügen: 

Dabei sind die Xj positive, von null verschiedene Zahlen, 
welche die Gleichung: 

57) ßo + ßi^ + ßo^^ + ' - + ßp^^ = 
befriedigen. 
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Wir sprechen das Resultat folgendermafsen aus: 
IL Besteht zwischen den Funktionen UoUiUä... einer 
Le Royschen Reihe eine Relation von der Form: 

/?o"o + A"i 4-/^2^2 H h/JpUp = 0, 

wo p eine endliche Zahl, ßoßi*'*ßp reelle Konstanten vor- 
stellen, welche der Gleichung: 

genügen, so kann man Uq in der Form darstellen: 

wo Vi Vg . . . Vn linear in UqU^ . . . Up ausdrückbare stetige, 
allgemeine Potentialfunktionen des Innenraumes von « 
sind, die an ta der Bedingung: 

^- = -^y^V„(j = l,2...n) 

genügen; dabei sind die Xj positive, von null verschiedene 
Wurzeln der Gleichung: 

/^o + Ä X + /?, x2 + . . . + i^p XP = . 

Die Funktion f der Stelle an der Fläche« ist in der 
Form darstellbar: 

58)t=-,.(^ + 5 + ... + ^). 

Die letzte Behauptung 58) folgt unmittelbar aus 55) und 56). 
Setzen wir bei der Voraussetzung des Satzes II: 

59) U = a,Vi + a2V2 + ... + anVn, 

so genügt diese Funktion der Grenzbedingung 26), wenn: 



60) aj = ?L_, (j = i, 2...n), 

X- — 
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bei der Voraussetzung A4= — Die Lösung 59) üer dritten Rand- 

Wertaufgabe hat somit, als Funktion von X betrachtet, einfache 
Pole an den Stellen 

A = — , (j = l, 2...n). 

Fragen wir nun, kann es noch eine andere Lösung U' der 
Aufgabe geben, so bemerken wir, dass in dem Falle der Existenz 
einer solchen zweiten Lösung U': 

6^) ^^^^- = -V(U'-U) (an«) 

sein müsste; U kann sich somit von U' nur um eine Funktion 
U' — U unterscheiden, welche der Grenzbedingung 61) genügt. 



§ 4. 
Wir betrachten jetzt den Fall, dass sich zwischen den 
Funktionen der Le Royschen Reihe 

Uo Ui U2 . . . 
keine Relation von der Form: 

aufstellen lässt, wo p eine endliche Zahl ist und /?o A /^2 • • • ßp 
reelle Konstanten vorstellen, welche der Gleichung: 

genügen. 

Wir bilden die Le Roysche Reihe anstatt für die Funktion f 
für die Funktion: 

«of- (p^ Kuo + «2^1 H h «pUp-i), 

wo die «0 «1 ... «p p -f 1 reelle Konstanten vorstellen, welche der 
Gleichung: 

genügen, und für die wir uns noch weitere Bestimmungen vor- 
behalten. 
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Wir bilden also successive die stetigen, allgemeinen Potential- 
funktionen Wo Wj Wa . . . Wj ... des Innenraumes von co, welche an 
«0 den Bedingungen genügen: 



62) 



1^ «of-<P^«. 


Uo + «2 


Ui 


+ • 


•• + 


«pUp- 


-l). 


jy2wod«=0, 

(0 


^^1 2 














ly^Wjd« = 0, 

J 


8v ^■^" 


• • 


• 


• 


• • 


• • 


« 


ly^Wgd« — 0, 

(0 

• • • • ^ 



Wir wollen zeigen, dass wir bei genügend grofsem p die 
Konstanten aoaiag-'-^p so wählen können, dass: 

/»o. 1. n« 1 = A T i f^L endliche Konstante,\ 
63) abs.[;^wj]<A.L3, ^ L echter Brpch ) 

wenn X eine beliebige positive, fest gegebene Zahl vorstellt, 
so dass die Reihe: 

64) w = Wo + A Wj + i^ W2 + • • • 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von o 
vorstellt, welche die (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen 
normalen Ableitungen: 

^-. öw öwo , , dwi , ,5 öw« . , 

besitzt*) und an der Fläche co die Bedingung: 

8w 

^^^ "Ö7+^*^^ = «of- 9^ (aiUo + «2Ui H +apUp-i) 

erfüllt**). 



*) Da auch: 



abs 



dWi 



. ( A^ -— 1 < abs. Max. <jp* abs. wj _ ^ , 

< endl. Ronst. L^. 

**) Es folgt dies durch Addition der Formeln 62), da 

lim Wj = 0. 

j=oo 
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Wir betrachten zum Beweise dieser Behauptung den Quotienten: 

'^'^ Wm^ dw 



r 



, (m eine endliche Zahl), 



p 



2 wi , d« 

m — 1 



der nach 62) 

l Wm^ dw 
Max. (f)^ (A 



^^■^' j'(^^/d. 



Itt) 

\ cv ) 

(O 



und bei genügend grofsem p: 

a^ Max.y2 »j 
jj/p2 * Min. y2 ' 

wenn wir «q a^ «g * ' • ^p ^^ geeigneter Weise wählen, nach dem 
1. (und 2.) Zusatz zu dem Hilfssatz S. 13, da 

Wm = «0 Um-i + «1 Um + «3 Um + l + * • * + «fp Um+p-i. 

Das Resultat: 



I 



(p^ Wm" do) 



« = endl. Konst. 



1^ 



m —1 



2 



O) 



gilt somit für jedes bestimmte, endliche m, bei genügend grofsem 
p und geeignet gewählten otq «^ «g • • • «?• 

Bedenken wir jetzt, dass wegen der Gleichungen: 

^ (m = l**), 2, 3...) 

OWm 2 



ÖV 



*) a endliche, von p unabhängige Konstante, 
stehen. 



**) — 9^ Wjji_2 für m = 1 soll für «o f — <^- («1 Uq 4- «a Ui + • • • + «p Up_ j> 
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j<;p'w^2_^da> = -( 



Wni-l-^:-clft> = — \ Wm 



dy 



dp 



dco, 



(O 



to 



0) 



= iy'^ WmWm-2da), 
0) 

so folgt nach der Schwarzsehen Ungleichung (vgl. Anm. S. 18): 

\ V^ ^^m - 1 d^ < 1 V^ ^^rn^ d(0 A(p^ wj ,, dw ;. 



m — 2 



(O 



0) 



OD 



oder : 



Jy'w^'-i 



I»' 



68) 



0) 



d(ö \ Cl^ Wm^ d« 

w — endl. Konst. 



y 



^ w^ ^ dcö 

m — 2 



I* 



2 wj , do) 

m — 1 



Vp- 



CO 



0) 



Infolge dieses Schlusses von m auf m — 1 ist allgemein für 
jedes bestimmte, endliche m, bei genügend grofsem p und 
geeignet gewählten a^a^a^^. . .cc^: 



69) 



y2 Wo' 



doo 



jy^wj 



da> 



(O 



(O 



ly2(^aof— *M«i"o+«2"iH |-ofpUp-i})^d(» U^Wo^d» 



0) 



(0 



f 



^ Wo^ d« 



i (p^ Wni'2 



dco 



oo 



1^2 w^ 2 



Wj^dco 



Oi 



I^ 



2 w J dcö 

m — 1 



endl. Konst. 
Vp2 



(O CO 

Man kann dieses Resultat aber auch für unendlich wachsende 
m beweisen: Man betrachte die für ein beliebiges endliches ni 
unseren Voraussetzungen genügenden ao("^)a,Wa2^°^^ • • • «p^™^*) 
als Koordinaten von Punkten der Kugelfläche: 



*) Ich füge die In die es (m) zur genaueren Bezeichnung hinzu. 
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70) V + «,« + a22 + ---V=l 

in einem p + 1 dimensionalen Räume, dann wird für die a^ (")«,("*)... 
«p(™) eines gewissen Gebietes dm der Kugelfläche die Bedingung 69) 
«rfällt sein. 

Wir können in gleicher Weise, bei geeignet gewählten 



«^(«n+i) «1 (">+») a2^">+i) . . . ap(°*+i) 



erreichen, dass: 



71) 



j^'^Wo 



2 



dcQ 



Cd 



0) 



\9^ (ccQ{-^^{a^u^+a2Ui-\ [-apUp_i})M« U^Wo^« 



O) 



q>^W2^d(ü 



I*' 



^Wm^dö) 



m 



y^K^l 



d(o 



CO 



(a 



— (O 



I^ 



^Wi^dcö 



j^'w^*-i 



do) 



r 



'"^Wm'^d« 



= endl.Konst. 



(a 



iß 



wo die endliche Konstante rechts von m und p ganz unabhängig 
ist. Die Punkte 

welche der Bedingung 71) genügen, werden einem Gebiete dm+i 
der Kugelfläche 70) angehören, welches ganz in dem Gebiete dm 
enthalten ist, da die Bedingungen 69) eine Folge von 71) sind. 
In dieser Weise fortgehend, sieht man, dass das entsprechende 
Gebiet dm+2 ganz in dem Gebiet dm+i, dm+a ganz in dm+2 ent- 
halten ist und so fort; daraus folgt, dass ein Wertsystem 

existiert, für welches die Ungleichungen 69) auch bei unendlich 
wachsendem m erfüllt sind, und es ergiebt sich: 



72) jVwjMcö^B.r^T, (j = 0, 1, 2...), 
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wo B eine endliche, von j ganz unabhängige Konstante vorstellt, 
und hieraus: 



73) 



\wj*da)<:^»U= , 



(O 



74*) 



abs, Wj^r*. LpJ 
abs.^^r.Lpi 



Lp = 3 



ypi-Ä 



*) Die Formeln 74) folgen aus 73) am einfachsten in folgender Weise: 
Es ist nach den Greenschen Formeln an der Fläche eo: 



1 föwjdw . 1 

I. Wi = — cr\ — -= h iT* 

J 27rJ ör r 2n 



(O 



J^.co^nO 



do) 



Ol 



Ol 



somit nach der Untersuchung S. 261 — 263 Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, 
welche dort zu der Formel 158) führt (man vergleiche Poincar^, acta mathe- 
matica 1895, S. 110—113): 

n. abs. Wj ^ (57=) (« + V/J — y log P) 4- cP- abs.Max. f Wj, .^ 

(0<:p<cr), 

wenn wir mit abs. Max. [ Wi, — ^ j den absolut gröfsten Wert bezeichnen, den 

Wz und — ^ auf (o haben können; dabei sind aßycd endliche, von j ganz 
-* dy 

unabhängige Konstanten, und P kann zwischen den Grenzen und d beliebig 

gewählt werden. Ist für jedes j 

abs. Max. wj ^ abs. Max. — -i , 

so folgen aus der vorhergehenden Belation unmittelbar die Ungleichungen 74). 
Ist dagegen (für irgend ein j oder beliebig viele j): 

ÖWj __ 

abs. Max. w* ^ abs. Max. -^ < abs. Max. y* • abs. Max. Wj^j, 
so folgt zunächst jedenfalls: 

III. abs. Max. ^wj, ^) < b • A^ 
Korn, AbhandL 3. ^ .3 
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wenn A, B^ F wiederum endliche, von j ganz unabhängige Kon- 
stanten, E eine feste, beliebig kleine, von null verschiedene, 
positive Zahl vorstellt. 

Ist nun X eine beliebige positive, fest gegebene Zahl, so 
können wir dadurch, dass wir 

\ — X 



machen (L irgend ein echter Bruch), erreichen, dass 

75) abs.(AJWj)<A.LJ 
wird, und es wird dann in der That die Reihe 

76) w = Wo + A Wi + i^Wa + • • • 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von » 
vorstellen, welche die (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen 
Ableitungen: 

öw öwo 8w. öwa 

' dy dy ^ dv ^ dy ^ 

besitzt und an der Fläche a> der Bedingung: 

öw 
78) -^ + Xtp^w = a^f-if^ («lUo + ofgUi H + «pUp-i) 

genügt. 

§5. 
Wir definieren jetzt die p + 1 Funktionen 

U Ui Ua . . . Up 

durch die p + 1 linearen Gleichungen: 



wo b und A endliche, von j unabhängige Konstanten sind, somit, wenn wir: 

setzen, bei genügend kleinem | aus II: 

abs. Wj < ( 3^J (A, 4- y^^-jAlogp), 

wenn A^ B^ r, endliche, von j unabhängige Konstanten sind, somit folgen 
auch in diesem Falle die Formeln 74), da bei genügend grofsem p: 

A + yBi-jniogp < (vp)^j . 
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79) 



«oU + «1 üj + «aUa H h «pUp = w, 

Ü-AU. =Uo, 

Ui — A U2 = ü„ 



Up_i — iUp = Up_i, 

man kann dann zeigen, dass für den Fall des Nichtverschwindens 
der Determinante dieser Gleichungen: 



80) 



D = 



«0 


«1 


«2 . • . 


«p 


1 


X 


... 





ö 


1 


At • • • 





• 


• • 


• • • 


• • 



...1 ~;i 

= (- XjPuq + (- A)P-iai H Aap_i + «p 

die Funktion U eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von a> darstellt, welche der Grenzbedingung: 

81) |^ + A<^2ü = f 

genügt. 

Wir schreiben hierzu die 2te bis (p + l)te Gleichung 79) in 
der Form: 

82) Uj_i-AUj-Uj_i = 0, (j = l*), 2...P) 
und folgern hieraus an w: 



83) 



ÖUj_ 



ÖUj 



8v -g^+y^Uj-2 = 0, = 1**), 2... p). 

Während nun die erste Gleichung 79) mit Rücksicht auf die 
Eigenschaft 78) von w die Relation liefert: 



84a) 



a 



1 



dv 



+ lv^\J-{ 



+ «] 



+ «s 



+ «. 



8Ü. 



+ 



dv 



+ X(p'^\Jp + ^^\ip-i 



= 0, 



V 

Uj _ 1 steht im Falle j = 1 für U. 
(f>^n^ _, 2 steht im Falle j = 1 für (- 



f). 



3* 
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folgen, wenn man 82) mit Ay* multipliziert und zu 83) addiert, 
die folgenden Gleichungen , die wir für j = 1, 2 . . . p explicite 
hinschreiben : 

■8Ü, 



(|^ + Ay2U-f)-A(^ + Ay»U,+y»Uo) = 0, 



d4b) 






+ Ay>Ui + y»Uo)-A(^ + Ay>U8 + y»u,)=0, 



K 



8U, 



p-i 



+ 



a9>«U,_i+9>«Up_,)-A(^+i9>»Up+y»Up_i]=0. 



Die Gleichungen 84a) und 84b) bilden zusammen ein System 
▼on p + 1 linearen , homogenen Gleichungen in bezug auf die 
p + 1 Gröfsen 



8y 



dv 



0U, 

dp 



+ Ay>Up + y»Up_i. 



Ist ihre Determinante D (80) #= 0, so müssen sie einzeln 
verschwinden. Im besonderen genügt also U der Gleichung 81). 

Nach den Definitionsgleichungen 79) ist ü in der Form dar- 
stellbar: 

85) U = ? 



wenn : 



86) P = 



w «1 


«2 • • • ^p — 1 


«1 


Uo - A 


,..0 





u, 1 


X ...0 





• • • 

Up-1 


• • • • 
...1 


• 

-3l 



Die Formel 85) stellt in jedem Falle die Lösung der dritten 
Randwertaufgabe vor, falls X nicht gerade eine Wurzel der Gleichung 

D = 

ist. Dieser Ausnahmefall bedarf einer besonderen Diskussion. 

§ 6. 
Wir haben X bisher als eine bestimmte, fest gegebene posi- 
tive Zahl betrachtet, wir wollen jetzt X als eine beliebige, positive 
Zahl unterhalb dieser festen Zahl auffassen. Die Funktion w, 
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somit auch P ist in allen diesen Fällen eine eindeutige und stetige 
Potentialfunktion des Innenraumes von w; dagegen wächst die 
Lösung ü der dritten Randwertaufgabe ins Unendliche, wenn 
sich A einer Wurzel der Gleichung 

D = 

unendlich nähert und nicht etwa auch gleichzeitig P zu null 
konvergiert. 

Die Wurzeln X^, Ag-'-^p der Gleichung D = werden somit 
Pole der Funktion U in bezug auf die Variable X sein, falls die- 
selben nicht zugleich Nullstellen für P sind. 

Unsere wesentliche Aufgabe wird hiernach jetzt sein, das 
Verhalten der Funktion P an den Stellen 

i\i — 'Vi, "2$ • • • ••p 

ZU untersuchen. 

Es folgt aus 86) an «: 

öw 



ÖP 



und: 



ÖUp 

SU| 

"ä]7 



ai 



«2 • • • ^p — 1 



-A ...0 



1 - X ...0 



«1 











^Up-1 







...1 -A 



8P 



+ A9)2.p = 



oder:*) 



«0 f— 9*^ («1 Uo+«2 Ui H Hop «p-i) 

f+ifP^Uo 
— y2 Uo + A 9?^ Ui 



«1 


«2 . . . «p — 1 


«p 


X 


...0 





1 


-A ...0 






— y2up_2 +Ay2up_j 







...1 -X 



*) Denn die Determinante rechts in der vorstehenden Gleichung kann 
man auch so schreiben: 

«of 



«1 



«2 • • • ''p— 1 



f 






A ...0 

1 — A ...0 












...1 — A 
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87) |? + A«p''P = f.D. 

Bezeichnen wir die Werte von P für i, = Xj (j = 1» 2 . . . p) 
mit Pj, so folgt: 



88) 



dv 



= --ij9'*Pj, Ü = l. 2...P). 



Definition. Wir bezeichnen als Le Rovsche Funda- 
mentalfunktionen des Innenraumes von «, welche der 
Funktion ^^ entsprechen, stetige, allgemeine Potential- 
fuxiktionen Vj des Innenraumes von o), welche den Grenz- 
bedingungen genügen: 



89) 



dp 



= - ij y3 Vj, 



L2 Vj2 d« = 1. 



60 



Aj bezeichnen wir als die der Fundamentalfunktion 
Vj zugehörige Zahl. 

Wir können nach dieser Definition das Resultat 88) auch so 
aussprechen : 

Für die Wurzeln A = ij, Ag — • ^p der Gleichung D = werden 
die Funktionen Pj Pg . . . Pp entweder identisch null oder werden 
Le Roysche Fundamentalfunktionen des Innenraumes von «, 
multipliziert mit von null verschiedenen Konstanten. 

Die Wurzeln Aj, denen Fundamentalfunktionen entsprechen, 
können nicht Doppelv/urzeln der Gleichung D = sein. Für eine 

solche Doppel Wurzel wäre — = 0, somit nach 87): 



dP, 






dy[dl)^ '^ dA 



- V' Py 



Multipliziert man diese beiden Gleichungen und integriert 
nach Division durch y^ über «, so folgt, mit Rücksicht auf 



!■ 



CO to 
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dass: 



JPil^'^^^O, 



oder: 



r?)^ Pj2 d« = 0, 



0) 

womit die Behauptung bewiesen ist, dass einer Doppelwurzel Aj 
keine Fundamentalfunktion Pj entspricht. 

Es ist ferner leicht zu * ersehen, dass die Wurzeln Aj der 
Gleichung D = 0, denen identisch verschwindende Pj entsprechen, 
nicht Pole für die Lösung 

der dritten Randwertaufgabe sein können, da in diesem Falle — 
wenn das betreffende Aj eine m fache Wurzel der Gleichung D = 
ist (m = 1, 2. . .p): 

^ dD d^D d°^-iD ^ d°*D _ 

u = 



d°^D 

"dl^ 

und -ry^ an den Stellen A = Aj eindeutig und stetig ist. 

Wir können das Resultat der Paragraphen 4 — 6 in folgender 
Weise zusammenfassen: 

III. Besteht zwischen den Funktionen UoUj Ug . . . einer 
LeRoyschen Reihe keine Relation von der Form: 

*) Dies folgt unmittelbar für m = 1 ; für in = 2 folgt aus 87) und 

-Tj- = nach der obigen Betrachtung, da nun das betreffende k- eine 

Doppelwurzel der Gleichung D = ist: 

d^P 

dP ^ .TT clA2 

-;.- = 0, somit U = -,^ 



dk ' " d-D 

dA« 
und so fort, für m = 3, 4 . . . p. 
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wo p eine endliche Zahl, /Sq/^i-'-^p reelle Konstanten 
sind, die der Gleichung: 

genügen, so kann man für ein beliebiges: 

.= 1 



+ ßp'=l 



*m 



wenn m eine beliebig grofse, fest gegebene Zahl vor- 
stellt, eine Lösung U der dritten Randwertaufgabe in 
der Form angeben: 

V (i, X, y, z) 



90) U = 



, (0*) 



n 



m) 



WO Aj ^2 • . . in bestimmte^ von einander verschiedene 
positive Zahlen (<= — j sind und V eine stetige, allge- 
meine Potentialfunktion des Innenraumes von « re- 
präsentiert, welche, als Funktion von X betrachtet, im 
• ganzen Intervall: 



0^i< 



'm 



eindeutig und stetig ist und für 

i = ij, (j = l, 2,..n) 
den Grenzbedingungen: 



91) 



dV 



.= -Ajy2V^ 



L2V2d«=#0 



genügt. 

Die kurze, auf den Satz II folgende Betrachtung (S. 27) 
zeigt uns, dass der Fall: 

/^o"o + A"i+*--+)^p"p = 0, (p endlich) 
keinen Ausnahmefall des vorstehenden Satzes darstellt: 



*) Für den Fall n = soll die rechte Seite einfach für 

V (A, X, y, z) 
stehen. 

**) Über die Definition von L„^ vgl. S. 33-34. 
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Zusatz 1 zu III. Der Satz III gilt in gleicher Weise^ 
mag zwischen den Funktionen Uo % Ug . . . der Le Roy* 
sehen Reihe eine Relation von der Form: 

Ä "o + A Ui H h /JpUp = , 

(p endlich, ßofii^-ßp reelle, der Gleichung: 

genügende Eonstanten) möglich sein oder nicht. 

Zusatz 2 zu III. Ftlr irgend ein von A^ Ag • • • ^ ver- 
schiedenes X kann sich eine andere Lösung U' der zweiten 
Randwertaufgabe von ü nur um eine Funktion U' — U 
unterscheiden, die selbst eine LeRoysche Fundamental- 
funktion mit dem betreffenden l als zugehöriger Kon- 
stante vorstellt. 

Dies folgt genau in derselben Weise, wie in dem früheren 
Spezialfälle S. 28. 

Die Frage nach der Existenz der Lösungen der dritten Rand- 
wertaufgabe wird durch den Satz III vollständig beantwortet, 
unser Hauptinteresse wird sich nun den Polen dieser Lösungen 
und den Le Royschen Fundamentalfunktionen zulenken, welche 
diesen Polen entsprechen. 

§7. 

Wir werden hier einige wichtige Sätze über die Le Royschen 
Fundamentalfunktionen beweisen. 

IVa) Die einer Le Royschen Fundamentalfunktion Vj 
zugehörige Konstante Aj ist eine reelle, positive, von 
null verschiedene Zahl. 

Der Beweis von IVa) liegt in der Betrachtung S. 22 — 23. 

IVb) Die Le Royschen Fundamentalfunktionen Vj, 
welche den Polen ij der Lösung U der dritten Randwert- 
aufgabe: 

entsprechen, sind für jedes endliche Aj stetige, allgemeine 
Potentialfunktionen des Innenraumes von « mit (abtei- 
lungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ablei- 
tungen an «. Ist Aj gröfser als eine bestimmte endliche» 
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lediglich von der Gestalt der Fläche cö und der Funktion (p 
abhängende Zahl M, so besteht die Ungleichung: 

92) abs. Vj^a.Aji+«, 

wo a eine endliche Konstante vorstellt, die lediglich 
von der Gestalt der Fläche und der Funktion 9) abhängt, 
und B eine von null verschiedene, endliche, positive Zahl, 
die man im übrigen um so kleiner annehmen kann, je 
gröfser ^j ist. 

Der erste Teil dieses Satzes bedarf nach der Untersuchung, 
durch welche wir zu den Sätzen II und III gelangten, eines 
besonderen Beweises nicht. Zum Beweise der Formel 92) be- 
merken wir, dass nach den Greenschen Formeln an der Fläche w: 

cos {vv) 



^ 2;rJ 8v r '^'2n 



(O 



h 



da» 
- r* 

0) 



r^ 



ü> 



1 f, 9fr do) , 1 I (tt cos(n^) , 
27rJ ^^ -^ r 271: J •' r^ 

Hieraus folgt mit Hilfe der Untersuchung*) Lehrbuch der 
Potentialtheorie, Bd. I, S. 261 — 263 (vgl. Poincare, acta mathe- 
matica 1895, S. 108 — 113), bei genügend grofsem ^j: 






93) abs.Vj^;i|/ Vj2d«(a + Vi^-;'logP) + ;ijCPabs.Max.Vj 



(0<cP<d), 

wo aß y d c endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von der 
Gestalt der Fläche « und von der Funktion (p abhängen und P 
beliebig zwischen den Grenzen und d gewählt worden kann. 
Nun ist 



j -^ ^Min.y2 ^. 

CO O) 

= 1 






es folgt somit, wenn wir: 



Min.y 



P = 



2c^j 



*) Durch welche wir dort zu der Formel 158) gelangen. 
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setzen und bedenken, dass dann bei genügend grofsem Aj 

« + V/J-rlogP^|.i.V 

{fi endliehe, nur von der Gestalt der Fläche und von der Funk- 
tion (p abhängende Konstante, s von null verschiedene, endliche 
Zahl, die man im übrigen um so kleiner annehmen kann, je 
gröfser 2j ist), die Behauptung 92). 
IVc) Setzt man 

94a) f=-9)2Vj, 

wo Vj eine Le Roysche Fundaraentalfunktion mit der 
zugehörigen Konstanten Aj vorstellt, so ist die ent- 
sprechende Le Roysche Reihe: 

94b) U = Uo + iui+A2u2^...__A_^ (i<^.)^ 
Denn es ist in diesem Falle: 



Vj 
i'o = 1 1 




Vj 


1 


Vj 
Ua = / • 
^j 

• • • • 


1 

• 



Diese Überlegung beweist zugleich den 
Zusatz zu IVc). Setzt man: 

95 a) f = -yM«iVi + «2 V2 + ••• + «? Vp), 

wo «1 «2 - • ^p Konstanten, Vj Vg . . • Vp p Le Roysche Pun- 
damentalfunktionen mit den zugehörigen Konstanten Aj 
>l2...Ap vorstellen, so ist die entsprechende Le Roysche 
Reihe: 

P y 

95b) l! = Uo + Xu,+X^U2 + ''^ = ^i-p^, 

solange l kleiner als die kleinste der Zahlen A^ A2 . . . Ap 
und p eine endliche Zahl ist. 

IVd) Es existiert für jede stetig gekrümmte, ge- 
schlossene Fläche (o und jede nirgends verschwindende 



— 44 — 

Funktion y eine endliche, positive Zahl m von solcher 
Beschaffenheit, dass, falls p eine beliebige endliche, 
positive ganze Zahl ^m vorstellt, die Anzahl der über- 
haupt möglichen, linear unabhängigen Le Royschen Fun- 

damentalfunktionen Vj (mit zugehörigen Zahlen ^<iT-\ 

<p sein muss. 

Seien in der That Vj Vg . . . Vp p beliebige, linear unabhängige 
Le Roysche Fundamentalfunktionen , so kann man nach Satz II 
und der Untersuchung S. 28 — 34 sofort aussagen, dass man bei 
genügend grol'sem p a^a.^, . , cc^ so wählen kann, dass 

«1^ + «2^ H h «p^ = 1 

und die in dem vorstehenden Zusatz zu IV c) mit U bezeichnete 
Reihe für jedes 

.= 1 



Lp_i 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von » 
darstellt. 

Nun ist aber nach dem vorstehenden Satze auch 

1 -' 

solange X kleiner als das kleinste Xj ist, dem ein nicht ver- 
schwindendes aj entspricht, und wächst ins Unendliche, falls man 
X diesem Xj unendlich nähert, wenn nicht gleichzeitig das ent- 
sprechende Vj verschwindet; dies kann aber nicht an allen 
Stellen (xyz) des Innenraumes von « der Fall sein, wir müssen 
daher stets einen Pol von U für wenigstens eines der ij erhalten, 
es muss somit wenigstens eines der X^ 

1 



Lp — 1 

sein. Somit ergiebt sich die Behauptung durch Vertauschung 
von p mit p + 1. 

Zusatz 1 zu IVd). Die Anzahl der in einem endlichen 
Intervalle: 



< Aj < m 

möglichen, linear unabhängigen Le Royschen Funda- 
mentalfunktionen Vj zugehörigen Zahlen X^ ist endlich. 
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Zusatz 2 zu IV d). Die Anzahl der möglichen, linear 
unabhängigen Le Royschen Fundamentalfunktionen Vj 
mit derselben zugehörigen, endlichen Zahl i| ist endlich. 

IV e) Sind Vi und V^ irgend zwei Le Roysche Fun- 
damentalfunktionen des Innenraumes von «, welche der- 
selben Funktion y^ entsprechen, mit den von einander 
verschiedenen zugehörigen Zahlen Xi und Ak, so ist: 



96) fy2v.v^dai = 0, (Ai4=ilk). 



t/ 

CO 



Wir multiplizieren zum Beweise die Relation: 

mit Vk und integrieren über m, dann folgt: 

k f y* Vi Vk d« = - [ Vk I7 d« = - fVi ^ d«, 

CO Cd CO 



-^f^^ViVkd«, 



CO 



da: 



öVk 



= -Aky«Vk, 



8v 

es folgt somit 96), sobald Ai=t=ik. 

Zusatz zu IV e). Können wir eine stetige, allgemeine 
Potentialfunktion F des Innenraumes von ca in der Form 
darstellen: 

97) F = G,Vi + C,V2 + C3V3 + ..., 

wo V1V2V3... Le Roysche Fundamentalfunktionen mit 
von einander verschiedenen, zugehörigen ZahlenAj A2 A3... 
vorstellen, so müssen die Konstanten Cj die Werte haben: 

98) Cj=fy^.F.Vjd«, = 1,2,3...). 

CO 

Wir haben zum Beweise nur die Formel 97) mit y^Vj zu 
multiplizieren, über co zu integrieren und die Formeln: 
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L2ViVkd« = 0, (i=^k) 



(ü 



ry2Vj2d«= 



fü 

zu beachten. 

Die Frage nach der Möglichkeit solcher Entwicklungen nach 
Fundamentalfunktionen soll uns im folgenden Abschnitt be- 
schäftigen. 



IIL Abschnitt. 

Über die Reihenentwickelungen nach Fundamental- 
funktionen. 

§ 1- 

Die Untersuchung, welche uns zu dem Satze III führte, hat 
uns gelehrt, dass jedem Pole Aj der Lösung U der dritten Rand- 
wertaufgabe: 



ÖU 



+ ;i9)2U = f, (o<^<r^\ 



wo p eine endliche, im übrigen beliebig grofse positive, ganze 
Zahl vorstellt, eine Le Roysche Fundamentalfunktion Vj mit der 
zugehörigen Konstanten i^ entspricht, und dass die Anzahl dieser 
Pole höchstens = p ist, wenn man p gröfser annimmt, als eine 
bestimmte endliche, lediglich von der Fläche « und der Funktion y^ 
abhängende positive Zahl m. 

Wir definieren nun die Funktion rp der Stelle auf w durch 
die Gleichung: 

99) rp = f-y2(c^Vi + C2V3H-... + CpVp), 
wo: 

100) Cj=rf.Vjda), j = l, 2...n (0<n<p), 

0) 
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entsprechend den n Polen von ü im Intervalle < A <: p-, während 

Lp 

101) Cj*) = 0, (j = n + l, n + 2...p) 

f 
sein soll, und wir wollen jetzt stets von der Funktion —^ voraus- 
setzen, dass sie die Randwerte einer Potentialfunktion F des 
Innenraumes von « vorstellt.**) Es existiert dann auch die 
Potentialfunktion des Innenraumes von «: 

102) Rp = F-Ci Vi-C,V2 CpVp 

mit den Randwerten -% 

§ 2. 
In bezug auf diese Funktionen Rp sind von W. SteklolBf die 
folgenden schönen Resultate abgeleitet worden: 
Va) Es kann 



j 



(a 



rp^d« 



durch Vergröfserung von p unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden, und es ist somit: 

103) f4d« = Gi2 + G/H-...H-Cj2 + ... 

CO 

Vb) Es kann innerhalb o» 

Rp 



*) Mit der Festsetzung, dass auch 

CjVj = 0, (3 = n-hl, n + 2...p). 

**) Die notwendige und hinreichende Bedingung ist hierfür, dass 



Jf' 



f cos (rv) , 



^2 i^a 
Potentialfunktion des Innenraumes von w ist. 
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durch Vergröfserung von p unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden, und es ist somit: 

104) F = CiVi+G,V, + ... + CjVj + ... 

in jedem Punkte (xyz) innerhalb «. 

Zum Beweise betrachten wir die Lösung V der dritten Rand- 
wertaufgabe: 

105) |^ + Ay»V = rp, 

welche wir analog der zu dem Satze III fuhrenden Untersuchung 
zu finden im stände sind, und wir wollen zunächst zeigen, dass 
die Werte 

nicht Pole dieser Funktion V sein können. Denn multiplizieren 
wir 105) mit Vj (j = 1, 2 . . . n), so folgt mit Rücksicht auf: 



(O CO (O 



und: 



I 



rp Vj d« = 0, 



dass: 



106) ß-Xj) ry3VVjd« = 0. 



(0 

Ist Aj das kleinste Aj, so ist das durch die entsprechende 
Le Roysche Reihe*) 

107) V = Vo + Avi+A2v2 + ..- 
definierte V: 

108) V = U + 2i^, (^<^), 



*) Vo Vi V2 . . . stetige, allgemeine Potentialfanktionen des Innenraumes 
w^on (o, welche den Bedingungen genügen: 

ÖVo 



==r. 



dy P' 



dv, 



dy 



— = -^ rt)* • 



<?>'-Vj_i, (j = l, 2...). 
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wenn: 

109) U = iio + ;i Ui H- A^ U2 + 

Nun ist nach Satz III: 

110) Ü = =J^, {X<k) 

wo: 



111) lim (/^=CjVj, 

und Cj eine Konstante vorstellt. Setzen wir unter Berücksichtigung 
von 110) den Wert von 108) in der nach 106) folgenden Gleichung: 

112) (;i^Ij)ry2VVjda> = 

Cd 

ein, so folgt durch Übergang zur Grenze (A = Aj) 

113) c7=-Cj, 

die Stelle A = Aj ist ^omit kein Pol für V, und es kann V über- 
haupt keinen Pol i<Aj haben. 

Es folgt aber auch aus 108), HO), 113), das£ der Radius des 
Konvergenzkreises d^r Reihe 107) nicht mehr Aj, sondern erst 
das nächst gröfsere J^ sein kann; es gilt somit die Formel 108) für 

und so fort; wir finden auf diese Weise, dass die Reihe 107) für 

alle Werte 

1 



0<A< 



Lp 



konvergiert, somit die durch diese Reihe dargestellte Funktion V 
in diesem Intervalle keinen Pol besitzt. 
Wir folgern hieraus: 















r 


Vo^d« 












114) 


(0 


,2d« 


da 


(man 


Vgl. 


s. 


31): 




CO 






Korn, Abhandl 


. 3. 











V. 



— 50 — 



\ y^ Vo« d« ( y» Vi« d« l y« V2« dw 

Cd =01 . (O 

Irp» d« l (f^ Vo« d« U« v^ 2 d« 



Cd Cü Cd 

und mit Hilfe dieser Ungleichungen aus: 

,«da> 



j y' Vo^ 



Cd 



\ Fp* d« 

Cd 



Lp2J ( 9)2 Vj2 d« > frp» d« . jui, (n* > 1) 



Cd Cd 

folgen würde. 

Es ist andererseits, wegen 



dv 



= rp (an «), 



f^--=y«'i?''"-l'ot'^-' 



Cd Cd Cd 



Jl8x 8x "^ 8y dy "^ 8z 8z J ' 



1 



]/mH^hm>mhm'-mh 



1 I 

oder: 

Cd Cd Cd 

<jvorpd«JRp-^d«, 



fr) Cd 



1/ j V d« • jV d«j'(- Rp) ^ d«. 



Cd Cd Cd 
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Macht man hierin von der Ungleichung 114) Gebrauch, 
nach der: 



f«^^"'<Mi^VJVd«, 



(O CO 

so folgt: 

115) jrp^ d« ^ ;^ . Lp . j(- Rp) ^ d«, 

CD iO 

WO y eine endliche, lediglich von der Funktion y abhängende 
Konstante vorstellt. 

Es ist weiter nach 102)*): 

116) -JRp^do, = -JFgd(ö-i,C,2-i,G3^ ^pCp^(>0). 

Diese stets positive Gröfse nimmt also mit wachsendem p 
fortdauernd ab, so dass, wie grofs auch p sein mag: 



[(-Rp)^Pd»-<[(-F)gd«, 



somit nach 115): 



117) IrpMo) < Lp . endl. Konst., 



wo die endliche Konstante von p ganz unabhängig ist. 



^1 



*) Man hat hierzu zu bemerken, dass 
1^ (C, V, 4- C^ Va + . • . + Cp Vp) doi 



"* r„ /^ av, . ^ 8V. . . ^ ^"^p 






+ \F(C,^ + C.^+...+Cp-g^ld««, 



( 

= - 2 j [A. C, ,. 



«FV, 4- AjjCcjp^F V,H h ^„C^y'FVJ d« 



Ol 

= -2A,C,«-2AaC22 ^ApCp«, 

und: 

-f(C,V, + C.V2 + --. + CpVp)~;(C,V, + C,V, + .-. + CpVp)d<o 
tt, =-l,C,= + AjC,* + .-. + >lpCp= 

4* 
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Die Formel 117) beweist den Satz Va). 

Satz Vb) folgt aus 5a), da nach 102) und einem bekannten 
Satze über die Greensche Funktion*) für jeden Punkt (xyz) des 
Innenraumes von «: 



Rp(x,y,z) = ^~-JRp|^d« 



iO 



ist, wo G die Greensche Funktion der Fläche w in bezug auf 
den Punkt (xyz) darstellt; es ist somit: 



rip 



mitH-''^- 



O) CO 

für jeden Punkt innerhalb co ist • 



K 



S-)'- 



«o 

eine endliche Konstante, somit innerhalb«: 

118) abs. Rp < yLp • endl. Konst., 

wo die endliche Konstante von p ganz unabhängig ist. 
Die Formel 118) beweist den Satz Vb). 

§ 3. 

Wir setzen jetzt aus den Le Royschen Fundamentalfunktionen 
Vj die neuen Fundamentalfunktionen Uj zusammen, mit Hilfe der 
Formeln: 

119) U, = V,--yV,-y':^da,; 

w 

es folgt dann aus 102): 



120) Pp = F-i^JF^-^/-^)d 



1(0 
CO 

— Ci Uj — C2 U2 "" • • • — Gp Up, 



wenn: 



*) Man vergleiche z. B. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 347. 
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121) Pp = Rp-.^j'Rp^)d«. 



CO 

Nun ist an der Fläche cö: 



122) Pp = - ^ 



2n 



f ^ cos (r*') - : 



0} 

und es folgt mit Hilfe der Untersuchung*) Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. I (S. 261 — 263) (vgl. Poincare, acta mathematica 1895, 
S. 108—113): 

123) abs. Pp < I / rRp2 dco (a + ^ß-y\ogP) + cP abs. Max. Rp 

« (0<:P^(f), 

wo aßydc endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von der 
Gestalt der Fläche abhängen. 
Nach 102) ist nun: 



abs. Rp <: abs.Max. FH- VGi2+G/+...+Cp2 \V^^+V^^+...+Yp^ 

TT) 



abs. Max. F + I / f ^^2^« Vp • «^ ^p^ ^' 



CO 

bei genügend grofsem p (nach Formel 103) S. 47 und 92) S. 42), 
wo «2 eine YQjj p unabhängige Konstante und s eine von null 
verschiedene, endliche Zahl vorstellt, die man im übrigen um so 
kleiner annehmen kann, je gröfser ^p ist. Es folgt somit: 

= -'- + . 

124) abs. Rp<a + b.p« , 

wo a und b von p ganz unabhängige, endliche Konstanten vor- 
stellen. 

Wir" setzen jetzt in 123) 

125) p=\l;-- ^-— , 

c \a + b p ö / 
dann folgt aus 123) mit Rücksicht auf 117): 



126) abs.Pp<:VLpYA+|/R-Clog/VLp- ^-^)Y 

*) Durch welche wir dort zu der Formel 158) gelangen. 
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wo A B C a b c von p unabhängige, endliche Konstanten sind, und 
die rechte Seite kann durch Vergröfserung von p unter jeden 
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden. 
Die Formel 126) beweist den folgenden Satz: 
Via) Ist F irgend eine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von (»*), so gilt in ganzer Erstreckung des Innen- 
raumes von (ö die Entwickelung 

127) F=i^JF?5^d« + Qüi+C,U2 + ... + Cj^^ 

wo die neuen Fundamentalfunktionen Uj mit den 
Le Royschen Fundamentalfunktionen durch die Formeln 
zusammenhängen: 

und: 

128) Cj = [f . ^2 . Vj d«, (j = 1, 2 . . .). 



00 



Auf die Folgerungen dieses Satzes, wenn man der Funktion (p^ 
besondere Werte giebt, z. B. die Werte H der natürlichen Be- 
legung der Fläche co (vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. lU 
S. 344) werde ich bei einer anderen Gelegenheit zurückkommen. 

§ 4. 
Wir wollen jetzt zeigen, dass bei unserer Voraussetzung über f 
in ganzer Erstreckung des Innenraumes von co: 

129) uo = -^v,-5^v, rVj-..., 

A j A 2 Aj 

wenn Uq die durch die Grenzbedingung: 

130)^0 _f 
definierte Potentialfunktion des Innenraumes von w vorstellt. 



*) Wir setzen stets 



lpdw = 



voraus; im anderen Falle ist links in 127) F + VFdw statt F zu setzen. 

tu 



f 
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Setzen 


wir 


nämlich 


» 








- 


■ 


131) 


Qp- 


= Uo 


*^:' 


.+,;v,+. 


■■+4"- 




so 


folgt an 


a>: 
















132) 


ööp 


-f- 


-9' 


'(C,T, 


+ c,v, + . . 


• + GpVp),- 


Fp. 



Es folgt somit bei genügend grofsem p: 

133a) ff l^y d(ö < Lp . endl. Konst. 

und durch eine der Betrachtung des § 2 analoge Untersuchung: 



133b) Up^dw^Lp.endl.Konst. 



Bedenkt man jetzt, dass nach den Greenschen Formeln an 
der Fläche ai: 

^oA^ 1 fö^pdcö 1 f cos(rv) 

(0 CO 

so ergiebt sich in genau derselben Weise, wie im vorigen Para- 
graphen förPp, jetzt für q^ das Resultat, dass diese Gröfse durch 
Vergröfserung von p unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden kann. 

Es ist nun Uq eine beliebige Potential funktion des Innenrauraes, 
über welche wir nur die Voraussetzung machten, dass ihre nor- 
malen Ableitungen f an « (noch dividiert durch y*^) als Rand- 
werte einer Potentialfunktion F des Innenraumes von w betrachtet 
werden können. Wir gewinnen so mit Rücksicht auf den Satz IX 
(Abhandlungen zur Potentialtheorie 1) das Endresultat: 

VIb) Jede Potentialfunktion U des Innenraumes von 
4»*) ist in ganzer Erstreckung des Innenraumes von co in 
eine nach Le Royschen Fundamentalfunktionen fort- 
schreitende Reihe entwickelbar: 



i' 



*) Wir setzen dabei 

Udw = 

(Ü 

voraus; im anderen Falle ist links in 135) U — \Udw statt U zu setzen. 

O) 



"-[ 



1 
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135) U = c,V, + C2V2 + --. + CjVj + ..., 

wenn die normalen Ableitungen f von U an «d die Bedin- 
gung erfüllen, dass: 



J9^ 



f cosCrv) j 
- d« 



g)2 p2 

Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes von » 
ist. Die Konstanten c^ Cg . . . Cj . . . sind durch die Formeln 
gegeben: 

136) Cj = --jrf. Vjd«, (j = l, 2...n), 

In allen diesen Untersuchungen haben wir über « vorausge- 
setzt, dass (o eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche ist und 
nirgends eine weitere Voraussetzung über ca hinzugefügt. 



Berichtigungen. 

Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I. Seite 123, Zeile 9 von oben^ 
Formel 40) ist im Nenner rechts 

[/Z(n)P statt Zr(n) 
zu setzen 

In den Formeln S. 159—165 und Anm. 36 (S. 400) lies 
vor (- 1)^ und (— 1)»+! stets ^ statt +, 

Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. U. Seite 366, Zeile 4 von 
unten, lies „§ 7 und somit auch § 8" anstatt „§ 11 und 
somit auch § 12". 

Abbandlungen zur Potentialtheorie 1. Seite 6, Zeile 7 von oben^ 
ist vor „Konstante" einzuschalten: „lediglich von der Gestalt 
der Fläche abhängende". 

Seite 12, Zeile 20 von oben, ist nach „zukommen" ein- 
zuschalten: „wenn wir noch fordern, dass auch die Summe 
zweier solcher Funktionen in der Umgebung der Trennungs- 
kurven und Trennungspunkte die obigen Eigenschaften 
besitzt". 

Abhandlungen zur Potentialtheorie 2. Seite 28 in der auf 70> 
folgenden Formel lies £ statt e. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 
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In Ferd. Dflmmlers Yerlagsbuchhandlang in Berlin 8W« 
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Lehrbuch der Potentialtheorie. Von Dr. Arthur Korn 

Privatdocent an der K. Universität München. 

. I. Bd. Allgemeine Theorie des Potentials nnd der Potential- 
fanktionen im Baume. Mit 94 in den Text gedruckten 
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IL Bd. Allgemeine Tlieorie des logarithmischen Potentials 
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Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Er- 
scheinungen auf Grundlage der Hydrodynamik. Von 

Dr. Arthur Korn, Privatdozent an der K. Universität 
München. Zweite Auflage. 6 M., geb. 7 M. 

Abhandlungen zur Potentialtheorie. Von Dr. Arthur Eorn, 

Privatdozent an der K. Universität München. 

I. Ein allgemeiner Beweis der Methoden des alternierenden 
Verfahrens und der Existenz der Lösungen des Dirich- 
letschen Problemes im Räume. 1 M. 

II. Eine weitere Verallgemeinerung der Methode des arith- 
metischen Mittels. 1 M. 

III. Ueber die zweite und dritte ßandwertaufgabe und 
ihre Lösung. 1 M. 

Ferner ersclieinen Ende dieses Jalires als Fortsetzung: 

IV. Ueber die Differentialgleichung 

.JU+ kcp^U = f 

und die harmonischen Funktionen Poincare's. 

V. Ueber einen Satz von Zaremba und die Methode des 
arithmetischen Mittels im ßaume. 
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Berlin 1902. 
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ÄbhandluDgen zur Potentialtheorie. 



über die Differentialgleichung 

ja + ky^u = f 

und die harmonischen Funktionen Foincaräs. 



Von 



Dr. Arthur Korn, 

Privatdozent an der k. Universität München. 







Berlin 1902. 

Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung. 
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Das Recht der Übersetzung in fremde Sprachen wird vorbehalten. 



Die scharfsinnigen Methoden, um welche Poincare die Potential- 
theorie bereichert hat, bedürfen an manchen Stellen noch einer 
weiteren Klärung; die Aufgabe, die grofse Arbeit „sur les equations 
de la physique mathematique" in den Rendiconti del circolo 
Matematico di Palermo 1894 von jeder Dunkelheit zu befreien, 
hat mich seit einiger Zeit beschäftigt, und ich hoffe, dass die 
folgenden Untersuchungen, die sich an Poincares Abhandlung 
eng anschliefsen, nicht blofs manchem das Studium dieser Ab- 
handlung erleichtern, sondern auch eine strenge Fassung der- 
selben erkennen lassen werden*). 

Es handelt sich um die Lösung des folgenden Problems: 
Gegeben ist eine beliebige, stetig gekrümmte, geschlossene 
Fläche « und zwei (abteilungsweise) eindeutige und stetige 
Funktionen f und y des Innenraumes von <», von denen wir über- 
dies voraussetzen werden, dass (in den Teilräumen, in denen 
Stetigkeit vorhanden ist) für zwei beliebige Punkte (Xi yi Zj) und 
(x2 y2 Z2) in genügend kleiner Entfernung ri2: 

abs. [f (X2 y2 Zg) — f (xi yi Zi)J < A ri2i -\ ( ^^ ^^ j 
abs. [y(x2y2Z2) — (fi^i Yi Zi)J < Ati2^-\ 

und dass (p stets =t=0 ist. 

Es handelt sich darum, eine mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige Funktion U der Stelle des Innenraumes 
von ft) so ZU bestimmen, dass in demselben: 

(wenn k eine gegebene positive Zahl vorstellt), und dass an der 

Fläche cö: 

ü = 0. 



*) Vergl. S. 7 Anm. und S. 24 Anrn. 

1* 



Das Problem wird stets eine und nur eine Lösung haben, 
falls nicht k gerade einer (wesentlich von der Funktion tp ab- 
hängenden) unendlichen Reihe von positiven, mit j unendlich 
wachsenden Zahlen 

jL| K.2 • • • Kj « . • 

angehört. Dagegen existieren für jedes dieser kj mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen Uj*) des Innen- 
raumes von ft) so, dass in demselben: 

^Uj + kj(/)2ü.=0, 
f9)«Uj2dT=l 

1 

und an der Oberfläche w: 

Uj = 0, 

I 

die harmonischen Funktionen des Innenraumes, welche der 
Funktion ^'^ entsprechen. 

Ist eine ganz beliebige Funktion der Stelle des von w be- 
grenzten Raumgebietes, welche mit ihren Ableitungen gewissen 
Stetigkeitsbedingungen genügt und an « verschwindet, so lässt 
sich in eine nach den harmonischen Funktionen fortschreitende 
Reihe entwickeln 

Ö) = d üi + Ca U2 H h CjUj H 

Ich werde mich bei dem Beweise dieser Entwickelung an die 
Methoden von W. Stekloflf anschliefsen, der diese Entwickelung 
zuerst streng bewiesen hat (Charkow, Communications VI, 2 und 3, 
russisch, C. R. 1898, 1899, Ann. de Toulouse 1900); andere 
interessante Beweise sind von Le Roy (These de Doctorat, Annales 
de l'Ecole Normale 1898) und von Zaremba (Journ. de math. 1900) 
gegeben worden. 



*) Die Existenz von Ui und kj wurde zuerst von Schwarz, die Existenz 
von U2 und kg zuerst von Picard bewiesen; im übrigen verweise ich in 
bezug auf die Litteratur auf die vorzügliche Zusammenstellung von Sommer- 
feld in der Encyklopädie IIa, 7c. 
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L Abschnitt. 
Zwei Hilfssätze. 



§ 1- 

Hilfssatz I. Versteht man unter 

G(x,y, z; ?, 7, C) 

die Greensche Funktion einer geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche w in bezug auf einen inneren Punkt 
(J^C) in einem variablen Punkt (xyz) des Innen räum es von 
ö), so bestehen für jeden Punkt (xyz) die Ungleichungen 



1) 






Gdr<27rI2, 



G^dz^^nl 



Dabei ist dr irgend ein Element des Innenraumes i 
von «ö an der Stelle (^fjC), die Integrale links sind über 
alle Elemente dr dieses Raumes zu erstrecken, und es 
ist I die gröfste mögliche Entfernung zwischen zwei 
Punkten des Innenraumes von w. 

Zum Beweise bemerken wir, dass nnch der Definition von G*): 

2) G = ---IJ, 
r 

wo r die Entfernung (?^C) — v(xyz) und Ü (als Funktion von 
xyz betrachtet) die Potential funktion des Innenraumes von w ist, 
welche an der Stelle irgend eines Oberflächenelementes d« die 
Randwerte 

3) ü = -4 



besitzt, 91 die Entfernung 



(? V i) — ^ dw. 



*) Man vgl. z. B. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. 11. S. 34iff. 
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Dabei soll der Punkt (?^0 beliebig innerhalb w gewählt 
sein, darf aber beliebig nahe an « hegen. 

Bezeichnen wir mit Max. 91 und Min. fH den gröfsten und 
kleinsten Wert von SR, so ist: 

4) — - MT;rrö:<:^<: 



r Min. fR ^ ^ r Max. m 

für jeden Punkt (xyz) des Innenraumes von w, da (man vgl. 
z. B. Lehrbuch der Potentiallheorie, Bd. I, S. 203): 

1 -u- ' 



Max. 9t ^ ^ Min. 3i 

für jeden Punkt (x y z) des Innenraumes von co. 
Aus 4) folgt: 

• • 

1 1 

27rI2*), 



w^o I die gröfste mögliche Entfernung zweier Punkte des Innen- 
raumes von <o vorstellt. 

Es folgt ebenso aus 4): 

dz 



h'^i 



r2 



47rl.**) 



O) 



§ 2. 
Hilfssatz 2. Es seien f i f2 . . . f p p Funktionen der 
Stelle des Innenraumes einer ganz beliebigen, stetig ge- 
krümmten, geschlossenen Fläche cö, welche mit ihren 



*) Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 53, Formel 66), mit Rück- 
sicht davauf, dass 

cos(ry) diü^Anl-. 



!■ 



(1) 

**) Lehrbuch der Potential theorie, Bd. I, erste Formel der S. 60, mit 
Rücksicht darauf, dass 

cos (rr) 



üt) 



dw .^ 471 1. 
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ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind, und von 
denen sonst nichts vorausgesetzt wird, als dass sie 
linear unabhängig sind, d. h. dass zwischen ihnen keine 
Relation von der Form stattfinden kann: 

Afi+i^2f2H h/5pfp = (im ganzen Innenraume), 

wo ßiß2'-*ß^ reelle Konstanten sind, die der Gleichung: 

genügen. Man kann dann stets, falls p eine genügend 
grofse Zahl ist, die p reellen Konstanten 

SO berechnen, dass: 

und die Funktion: 

6) 1// = «1 fj + a2 fa H h «p fp 

die Ungleichung erfüllt: 






j,. 



7) 



= a2 



i[(sr+(if)"+(^)>' ''''-'''' 



1 



wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
abhängende, von den Funktionen fifa-.-fp gänzlich un- 
abhängige Länge vorstellt.*) 



*) Dieser wichtige Satz ist zum erstenmale von Poincare in der in 
der Einleitung erwähnten Abhandlung ausgesprochen worden; der daselbst 
gegebene Beweis gilt aber nur für Räume i mit überall konvexer Begrenzung 
oder von solcher Beschaffenheit, dass dieselben in Teilräume mit überall 
konvexer Begrenzung zerlegt werden können. Durch Benutzung der Eigen- 
schaften der in bezug auf einen inneren Punkt konvexen Flächen, welche 
sich in meinen früheren Untersuchungen wiederholt sehr nützlich erwiesen 
haben, gelingt, wie der obige Beweis zeigen wird, die Ausdehnung des 
Poincareschen Satzes auf Räume mit beliebigen, stetig gekrümmten Grenz- 
flächen. In der Formel 3) kann man rechts natürlich p statt p — 1 schreiben; 
doch wähle ich diese Form absichtlich mit Rücksicht auf die späteren 
Folgerungen. 
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Der Beweis zerföUt in drei Teile, in eine Untersuchung für die 
Kugelfläche, den Übergang zu Flächen, welche in bezug auf einen 
inneren Punkt konvex sind, und schliefslich den Übergang zu 
beliebigen, stetig gekrümmten Flächen. 

Sei V irgend eine Potentialfunktion des Innenrauraes einer 
Kugelfläche vom Radius 1, somit an der Kugelfläche nach Kugel- 
funktionen entwickelbar: 

_ 00 

8) V = S\ fn (a, b, c) (an der Kugelfläche) 


(a, b, c Richtungskosinusse des Radiusvektors des betreffenden 
Punktes der Kugelfläche, fn Kugelfunktion nter Ordnung); dann 
ist an irgend einer Stelle des Kugelraumes, deren Radiusvektor rj 
die Richtungskosinusse aj bj Cj besitzt: 



und: 



9a) V = 2^fn(aibic,)r,^ 




9*^) ßr = &fn(a,biq)nr,n-i, (r, <: 1). 







Bezeichnen wir mit ti den Innenraum einer konzentrischen 
Kugelfläche mit dem Radius Ri (<: 1), so ist: 



und: 



10 a) 



i 



Ri 

/'» OD 



V2dT = 



^ (r.) 

^ (1) 



m 



10 b) 



ÖV\2 / 8V\2 / 8V\« 



dz 



m 

(1) 
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Es folgt so, da stets: 









2n + 3^ 


■ 5 " 






11) 


rv»dt<: 




falls: 










also 


falls 


• 

• 







^ <-^n (n-1, 2, 3...)*): 






fo = 0, 



hmh 



12) Iv d<a = resp.**) Iv dt = 0. 

(1) »i 

Beide in 11) vorkommenden Integrale haben bestimmte Grenz- 
werte, wenn man Ri zu 1 konvergieren lässt, wir erhalten somit 
zunächst das Resultat: 

Ist V eine Potentialfunktion***) des Innenraumes 
einer Kugelfläche (1) und 

13a) rVdT = 0, 
so besteht die Ungleichung: 

wenn man die Integrale in 13) über den Innenraum der 
Kugel erstreckt. 

Sei jetzt V eine Funktion der Stelle des Innenraumes der 
Kugel, von der wir nur wissen, dass sie mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist, während wir über ihre zweiten 
Ableitungen nicht das geringste wissen* Wir setzen: 

14) W (xy z) = + ^ JV (5^0 G (x, y, z; S, fj, C) dr. 



*) Nicht n = 0. 

**) Beide Gleichungen sind nur eine andere Form der Gleichung: fo = 0. 

***) Das Eesultat gilt auch dann noch, wenn V eine stetige allgemeine 

Potentialfunktion ist, deren Handwerte endliche tangentiale Ableitungen 

besitzen (man vgl. die analoge Betrachtung Lehrbuch der Poteutialtheorie, 

Bd. U, Anm. 81 zu S. 176). 
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wo dr CSfjO irgend ein Element des Innenraumes der Kugel und 
G(x, y, z; J, ^, ?) die Greensche Funktion der Kugelfläche in 
(x, y, z) in bezug auf (|, tj, C) vorstellt. Dann ist: 



I 



Vi'di: = 



8V ÖW 8V 8 W 8V 8W\ ^ f,, 8W , ^, 

ldr+ \V-^— d<a*). 



-4 1- 

ox öx 6y 8y 6z 8z / 



df 



(1) 



Ist V die Lösung des Dirichletschen Problemes für den Innen- 
raum der Kugel, deren Randwerte an der Kugelfläche mit V über- 
einstimmen, so ist: 



+ 



fv 



8W 

dy 



d« = 



(1) 



öv ÖW öv 8W 8V avv\ 

öx öx öy öy öz öz / 



+ 



somit: 

15) rV2dT= rVVdT + 



fv V dr = fv V dr. 



r/övöw ÖV ÖW ÖV ÖW 



)dr. 



J\öx öx ' öy öy ' öz öz 
Nun ist nach der bekannten Ungleichung von Schwarz**): 

16a) KwVdtJ^^V^ätSy^dT, 



16 b) 



ÖVöW öVÖW öVÖW\ ^ 1^ 



,öx öx öy öy öz öz 



mh i^M^'-h '""'' 



*) Die rechte Seite ist 



=-f 



V^W dr, 



und es ist: 



JW = — V. 

**) Man vgl. z. B. mein Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 407, 
Anm. 49. 

***) Denn es ist: 



K(")*-(™)'-('^)' 



1 dT = — Cw J W dr, 



f 



VWdr. 



— li- 



es folgt somit aus J5), wenn wir noch: 

17) IVd« = [somit auch fvdr = o) 

(1) 

voraussetzen, mit Rücksicht auf 13b) (unter event. Berücksichtigung 
der Anm. ***) S. 9) und: 



\ 



f)'+0+©']-5l 



78V\2 /ÖV\2 /ÖV^2"] ^ 



dass: 



18) 



V»dr 



m 



'i)'^Q'HTj\- 



)']d.'()/|j'v.d. 



+ 1/ VWdr 



Bedenken wir noch, dass: 

VWdr 



rvWdTJ''<rV2dr(w2 



dr 



und nach 14): 



W^<j4-,j'v='dT\GMT, 



4-j*VM.*), 



somit: 



i 



19) J 



W^dt 



= 2 



VWdr 



Cv'' dr, 



^ V^dr, 



so folgt aus 18): 



20) [ 



',/l ,72\Yr/8V\=' /8V\'' /8V\2 



dr. 



Wir können somit unser früheres Resultat 13 a), 13b) in 
folgender Weise verallgemeinern: 



*) Nach Hilfssatz 1, S. 5, da hier t = 2. 
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Ist V eine beliebige, mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige Funktion des Innenraumes einer 
Kugelfläche (1) und: 

21a) rVdT = 0, 
so besteht die Ungleichung: 

wenn man die Integrale in 21) über den Innenraum der 
Kugel erstreckt und a einen endlichen Zahlenfaktor vor- 
stellt. 

Wir haben zwar den Beweis nicht bei der Voraussetzung 21a) 
sondern bei der Voraussetzung: 



dr, 



j 



Vdw = 

(1) 
gegeben; es ist aber offenbar bei der Voraussetzung 21a): 



22a) rV2dT<r(V-C)2dT, 



wenn G eine beliebige Konstante vox'stellt, und wenn wir C durch 



die Gleichung: 



22b) r(V-C)d« = 

(1) 
bestimmen, nach dem obigen Beweise: 

..c,J-,v-c,=a.,(/J^J/|;j[(|V)V(|Y)V(-;]a., 

und es folgt nach 22a) und 22c), dass wir in der That unser 
Resultat in der angegebenen Weise aussprechen können. 

Sei jetzt ip irgend eine mit ihren ersten Ableitungen ein- 
deutige und stetige Funktion des Innenraumes i einer beliebigen 
geschlossenen, in bezug auf einen Punkt innerhalb konvexen*) 



*) d. h. es soll ein Punkt innerhalb ii so existieren, dass jeder 
Radiusvektor von nach irgend einem Punkte von ii mit der Normalen 

71 

in diesem Punkte einen Winkel 4= -^ bildet. 
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Fläche i2, welche sich aus einer endlichen Zahl stetig gekrümmter 
Flächenstücke zusammensetzen darf.*) Durch eine einfache 
Transformation (Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 236 flf.) 
können wir jedes Element dt (x y z) von i in ein Element dl' 
(x' y' z') des Innenraumes i einer Kugelfläche (1) um als Gentrum 
transformieren, so dass 

23) dr' = ~, 

wenn wir mit 91 den Radiusvektor von nach der Fläche i2 
bezeichnen, welcher durch dir und dr' hindurchgeht; es ist bei 
dieser Transformation, wenn wir 

24) tf;'{x'fz') = ip{xyz) 

setzen und unter C eine Konstante verstehen, über die zu ver- 
fügen wir uns noch vorbehalten: 

25) fo -C)2 dir ^ Max. SR« (*(</;' -C)2dT' 



und: 



26) 



m. 



+ 



di/f 






dabei sind Max. 91 und Min. SR resp. der gröfste und kleinste 
Radiusvektor von an die Fläche S2 und c eine von der Funktion ip 
und der "Gestalt der Fläche S2 gänzlich unabhängige, endliche 
Konstante, sobald nur die Gröisen 

u /CO \ j Min. SR 

abs. cos (my) und ^ ^ 

^ ^ Max. SR 

oberhalb einer bestimmten, von null verschiedenen positiven 
Zahl bleiben.**) Wählen wir G so, dass: 



*) Es dürfen also Ecken und Kanten vorhanden sein. Spitzen und 
scharfe Kanten bleiben, wie stets, ausgeschlossen. 

**) Wir verstehen stets unter 9i die Entfernung und Richtung von 

einem Punkte {^rjC) der Fläche Sl y und unter v die Richtung der 

inneren Normalen in (| »j C). 
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]• 



\lp' - C) dr' = 0, 



so folgt nach dem früheren Resultat für die Kugel: 



27) ("(v^' - c)2 dT' ^ « r 






o"+(fy+(f 



01 -■ 



1 1 

{a Zahlenfaktor) und durch Kombination von 25), 26), 27): 



i 



öy ; "^ V 8z 



dT, 



wo die Zahl b bei unserer Voraussetzung wieder von der Funktion x}/ 
und der Gestalt der Fläche i2 unabhängig ist. 
Erfüllt die Funktion ip die Bedingung: 



so ist offenbar: 



29) ri/;dT = 0, 
i 

30) fv/^dr^fo-Q^dr, 



1 1 

und es folgt durch Kombination von 28) und 30) das Resultat: 

Ist ip eine beliebige, mit ihren ersten Ableitungen 

eindeutige und stetige Funktion des Innenraumes i einer 

beliebigen geschlossenen, in bezug auf einen Punkt Q 

innerhalb konvexen Fläche i2, welche der Bedingung: 

/^ 
31a) li//dT = 

1 



genügt, so besteht die Ungleichung: 
31 



b) fj/zM« < b Max. 3t'' • r i^\ 



'+&)'+ 



8y 



m] '- 



1 i 

dabei ist b eine von der Funktion ip und der Gestalt der 
Fläche i2 gänzlich unabhängige, endliche Zahl, sobald 
die Gröfsen:*) 



*) Vgl. Anm. **), S. 13. 
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abs. cos m,') und ^^^^ 

oberhalb einer bestimmten, von null verschiedenen, 
positiven Zahl bleiben. 

Es sei jetzt wieder w eine beliebige geschlossene, stetig ge- 
krümmte Fläche; wir können den Innenraum von « in eine end- 
liche Zahl p von Räumen tj so zerlegen, dass die Oberfläche i2j 
von Tj in bezug auf einen Punkt Oj innerhalb ßj konvex ist, dass 

die Gröfsen 

abs. cos • (Stji^) 

oberhalb einer bestimmten von null verschiedenen, positiven 
Zahl liegen, und dass: 

32) rl^%^U 

wenn y eine oberhalb einer von null verschiedenen Grenze ge- 
legenen echten Bruch, I eine von null verschiedene, im übrigren 
beliebig kleine Länge vorstellt, die unterhalb einer bestimmten 
(lediglich von der Gestalt der Fläche w abhängenden) von null 
verschiedenen Grenze liegt. Ich verstehe dabei unter SRj die Ent- 
fernung und Richtung von irgend einem Punkte (? tj ^) der Fläche 
i^j — > Oj und unter v die Richtung der inneren Normalen von 
■ßj in (^fjQ; zwischen I und der Anzahl p der Räume tj können 
wir stets die Ungleichung: 

33) I^^ 

herstellen, in der c eine endliche, lediglich von der Gestalt der 
Fläche CO abhängende Länge vorstellt.*) 

Nach 31b) besteht daher, falls i/j eine beliebige, mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktion des Innen- 
raumes von (o darstellt und der Bedingung genügt, dass für jedes 
der gewählten tj: 

34) ri//dr = 0, 
für jedes Gebiet tj die Ungleichung: 



♦) Es folgt dies Wort für Wort in der Abhandlung zur Potential- 
theorie 3, S. 15—16 gegebenen Weise. 
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-'.f-^--i,f[©*-(irr+(i?)>- 



somit auch: 



ij «j 



i i 

wo d^ (= b c^) eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche « 
abhängende Eonstante vorstellt. 

Sind nun fi fj . . . fp fp+i p + 1 mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes 
von cö, von denen man weiter nichts voraussetzt, als dass sie 
linear unabhängig*) sind, und setzt man: 

36) V = «1 fi + «2 f2 H h ffp l'p + ffp+i fp+ii 

so kann man stets die Konstanten a^ 02 . . .a^a^+i so bestimmen, 
dass die p Gleichungen 34) bestehen, und dass: 

37) «i^ + ofa^H hap^ + «P + i = l» 

denn die Gleichungen 34) sind p lineare Gleichungen für die Ver- 
hältnisse der cTi 02 . . . ttpcrp^.!, und es folgt dann in der Thal 
aus 35): 

^xfj'^ dt 

_ a- 



i 



mum^JV' "^ 



1 
und hieraus die Behauptung, indem man nur p mit p— 1 vertauscht. 



*) Der Fall, dass für einzelne Gebiete ij Relationen von der Form: 

Af. 4-ftf2 + ----h/5p^jfp^,=0 

stattfinden können, dass also in einzelnen der r. die linke Seite sowohl, 
wie die rechte in 35a) verschwinden könnten, ist für die Formel 35b) 
offenbar kein Ausnahmefall, sondern nur der Fall, dass solche Relationen 
für alle Gebiete t. bestehen können, also nur der Fall der linearen Ab- 
hängigkeit. 
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II. Abschnitt. 

Die Lösung des Uauptproblemes und die 
harmonischen Funktionen Foincar^s. 

§1- 

Wir gehen jetzt zur Lösung des in der Einleitung gestellten 
Problemes über: 

Gegeben ist eine beliebige, stetig gekrümmte, ge- 
schlossene Fläche « und zwei (abteilungsweise) ein- 
deutige und stetige Funktionen f und y des Innenraumes 
von (ö, von denen wir voraussetzen, dass (in den Teil- 
räumen, in denen Stetigkeit vorhanden ist) für zwei be- 
liebige Punkte (xi yi Zj) und (x2 y2 Z2) in genügend kleiner 
Entfernung Vi^: 

SS)*) l ^^^' '■^ ^^^ ^^ ^^^ "" ^ ^^^ ^^ ^^^^ ^ ^ ^^^^ "^' (^ endlich,\ 
\ abs. [y (xa y» Zg) — 9 (Xi yi Zi)] < A ri2^-\ V A < 1 J 

und dass y überall =# ist. 

Es soll eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige 
und stetige Funktion U der Stelle des Innenraumes von « 
so gefunden werden, dass in demselben: 

39) ^U + k9)3U = f 

(k eine gegebene positive Zahl), und dass an der Fläche «: 

40) ü = an w. 

Wir bilden successive die folgenden, mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutigen und stetigen Funktionen Uq u^ U2 . , . Uj . . . 
der Stelle des Innenraumes von « (die Schwarzsehe Reihe): 



*) Diese Voraussetzungen werden lediglich zur Sicherstellung der 
Gleichungen 43) infolge von 41) gemacht. 

Korn, Abhandl. 4. 9 
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41) I 



Uo (x,y, z) = — ^ if (1, 7, G (x, y, z; ?, ^, C)d» , 

1 

Ui (x, y, z) = + ^\ y^uo (?, ij, C) G (X, y, z; ?, ^, ^) dr, 

1 

«2 (x, y» z) = + 4^ ) V^^i (?' ^' G (x, y, z; ?, «7, f) dr, 

1 

• ••••••••••••••••• •- 

Uj (x, y, z) = + j^ j 92uj_i(?, ^, G(i, y, z; ?, ^, Odr, 



Dann ist jedes: 



42) Uj = 0, (j = 0, 1, 2 . . .) an « 



und im Innenraume von «: 



43) 



z/Uo = f, 

^Ui = — ^^Uo, 
^U2 = — y^Ui, 



Wäre 



und: 



lim Uj = 
Uo + kui + k^ug H h k^Uj + 



eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktio» 
der Stelle des Innenraumes von w, so würde diese Funktion die 
Lösung der Aufgabe darstellen; denn es folgt in diesem Falle 
die Grenzbedingung 40) -durch Addition der Formeln 42), die 
Gleichung 39) durch Addition der Formeln 43), wenn man diese 
Formeln vorher noch resp. mit kJ (j = 0, 1, 2 . . .) multipliziert. 

Diese Konvergenzbeweise lassen sich leicht führen, solange 
k unterhalb einer bestimmten, endlichen Grenze bleibt 
(Schwarz); wir wollen indessen (Poincare folgend) das Problem 
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in seiner ganzen Allgemeinheit angreifen und legen uns zunächst 
einige Eigenschaften der Funktionsreihe Uq Uj U2 . . . Uj . . . zurecht, 
die uns später von Nutzen sein werden. 

§2. 
Wir wollen die Voraussetzung machen, es bestehe zwischen 
den p + 1 Funktionen : 

UqU, Ug. . .Up_iUp 

eine Relation: 

44) /^oUo + ftUi+/^2«2 + --- + /^pUp = 0, 
wo i^o A 1^2 • • • ßv reelle Konstanten vorstellen, welche der Gleichung: 

45) ßo^ + ßi' + ß2' + '"+ßp^ = l 

genügen, und wo p eine endliche ganze Zahl vorstellt. Wir 
werden zusehen, zu welchen Konsequenzen dies für die Funktion f 
führen muss. Wir wollen zuerst zeigen, dass man aus 44) stets 
eine Relation 

46) ro "0 + /i "i + ^2 U2 H h /p-i Up_i = 

ableiten kann, wo p'o /'i ^2 • • • T'p - 1 reelle Konstanten vorstellen, 
welche der Gleichung: 

47) r,^ + r,^ + r,^ + ... + r^^_^ = '^ 

genügen, in folgenden drei Fällen: 

1. Wenn die Gleichung 

48a) /?o + Äx + /J2x2 + --- + /JpXP = 

resp. die Gleichung: 

48b) /?oXP + /^iXP-i + |92xP-2 + ... + iSp = 

eine imaginäre Wurzel 

Xi + i X2 (Xg 4= 0) 
besitzt; 

2. wenn diese Gleichung eine reelle negative Wurzel besitzt; 

3. wenn diese Gleichung eine positive Doppelwurzel hat. 

In der That, berechnen wir die p + 2 Konstanten 

y'o T'i • • • /p — 1 X ^ so, dass : 

2* 



49) 
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a/o = ßo^ 

ari = A + ax^o, 

ar2 = ß2 + ax/i, 

a/p-i =/Jp_i + ax/p«2, (a=t=0) 
= /Jp +ax/p_i, 

was auf p Weisen möglich ist, entsprechend den p Wurzeln 
der Gleichung 48 b)*), so folgt aus 44): 

50a) /^o Uo + ri Ui +^2 ^2 H h rp-i Up _i 

l = X (t'o Ui + n Ug H + ^p-i Up), 



oder (nach 43): 

^{ro Ui+riUäH hrp-iUp} 

= - X 9)2 {^^ Uj + ^j U2 H h /p-i Up} 

Hat die Gleichung 48b) eine imaginäre Wurzel: 



50b) 



x = Xi+ix2 (Xa+O) 



und setzen wir: 



ro^i+ri^2-i h /p-i Up = X + i Y, 

so folgt, wenn wir 50b) mit X — iY multiplizieren und über i 
integrieren: 



i[ 



ö(X-iY) 8(X + iY) 8(X-iY) ö(X + iY) 



8x 



öx 



+ 



8y öy 

0(X-iY) 0(X + 



8z 



8z 



-'] 



dr**) 



= -(Xi+ix2)f9>MX2 + Y2)dT, 



*) Es folgt in der That durch Elimination von ayo»ayi, •• •ayp_j 
aus den p 4- 1 ersten Gleichungen 49) für x die Gleichung 48 b) und ent- 
sprechend jeder Wurzel ergiebt sich aus 49) je ein Wertsystem ayo^i • • • ^p _ i« 
**) Nach einer Greenschen Umformunji;, da an w: 



X = Y = 0. 
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somit, falls X2 + O, da die linke Seite reell ist: 

1 

oder: 

X = Y = 0, 

51) /o^i+nUgH hrp-iUp = 

und hieraus durch die Operation J nach Division durch y^. 

52) /oUo + riUiH hrp-iUp_i = 0. 

Hat die Gleichung 48b) eine reelle, negative Wurzel 



X = 



Y 2 



so folgt aus 50b), wenn wir mit 

/o "i + n ^2 H h rp-i Up 

multiplizieren und über i integrieren: 

'^(roUi+^iUsH hrp-iUp)\2 /ö(^^„j+^.jU2.^ hrp-iUp)^ 



-I 



8x 



')%(: 



+ 



'8(roUi +>'l"2H h^'p 



8z 



— X, 



j y^ (/o Ui 



9y 

l^yl d. 



+ ;-i U2 H h Tp-i Up)^ dT = 



und hieraus wieder 51) und 52), da links eine Summe von lauter 
negativen Gliedern steht. 

Hat schliefslich die Gleichung 48 b) eine positive Doppel wurzel 

53) x = x, 

so können wir die p Konstanten dg d^ . . . dp-_2 b so bestimmen, 
dass sie zusammen mit x die Gleichungen erfüllen: 

bc^i =n+bxcJo, 
brf2 = r2 + bx(Ji, 



54) 



bc)p_2 = rp-2 + bx Jp_3, (b ^ 0) 
.0 = rp-i + bxrfp-2, 
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und wir können die Gleichung 50a) in der Form schreiben: 

55) F-2xFi+x2F2 = 0, 
wenn: 

F = rfo ^) + ^1 Ui H h dp-2 Up-t, 



56) 



'p— 2 "p 
1 



Es folgt aus 55) und 56): 

^F + 2 X 9» F - x2 9)2 Fl = 0; 

diese Gleichung multiplizieren wir mit (— Fi) dr und integrieren 
über i, dann ergiebt sich:*) 



i' 



9)2(F5?-2xFFi+x2Fi2)dir = 0, 

1 
und hieraus: 

57) F--xFi=0, 

und das ist eine Gleichung von der Form: 

wobei man die Tq Ji . . . Tp _ i noch der Bedingung : 

V+^i' + --- + ^p^i = l 
unterwerfen kann. 

Wir sind damit zu dem Resultat gelangt, dass man eine 
Gleichung yon der Form: 

stets auf eine Gleichung: 

58) ro^o + nui + r2^2 -\ h /m Um = 0, m < p 



*) Mit Bticksicht auf: 



Tfi i^F dl = l Fi^Fi dl = — l <p* F" dr. 
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reduzieren kann, wo die royiy2 • • • ^m reelle Konstanten vorstellen, 
die der Gleichung 



• • « 



+ ym^=l 



59) n' + n* + rj' + 

genügen und so beschaffen sind, dass die Gleichung: 

m positive, einfache Wurzeln besitzt. 

Bezeichnen wir mit Xi X2 . . . Xm diese m Wurzeln, so ist, da 
eine Doppelwurzel nicht existiert, die Determinante: 



X 



2 



Xj 

X2' 



...1 

• • • A 

• • • Jx 



m 



m 



2 



x,™-iXo™-i. . .Xv "^-^ 



^2 



^m 



=t=o, 



und wir können somit mit Hilfe der m Gleichungen: 

Uo = Ui + Ua . + • • • + Um, 



61) 



Ui =Xiüi +X2UJ + 

U2 =Xi2üi +X/Ü8 + 



+ Xm Um, 
-(- Xm Um> 



i Um-l = Xi°— lUi + Xj-'-iUa H + Xm-^-iU 



m 



die Funktionen üiÜ2...üm linear durch die UoUi...Um-i defi- 
nieren. Aus 61) und 58) folgt nun, da Xj X2 . . . Xm die Gleichung 60) 
erfüllen, auch: 



Um = Xi'-Ui + Xg-^Ug + • • • + Xm"^U 



mf 



SO dass wir Ui U2 . . . Um anstatt durch die Gleichungen 61) auch 
durch die folgenden Gleichungen definieren können: 

62) Uj = XiJUi+X2JÜ2 + ...+XmJüm (j = 1, 2 . . . Hl). 

Nun folgt aus 62) und 43): 

63) - y^Uj-i = XiJ^üi + x^JUfi H + XmJ^Um, (j = It 2 . . . m) 

und da wir die Gleichungen 61) auch so schreiben können: 

64) y2u._, = xji -i</)2u^ + XaJ-iy^Ug + . . • + Xm^-^y'üm, 
auch: 
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10 = x^J-i (Xi ^Ui + 9>^ü,) + Xji-i (X, ^Ua + y^U^) + . . . 
^ l +xJ-Mxm^üm+y2ü^), (j = l,2...m). 

Das sind m lineare, homogene Gleichungen für die m Gröfsen: 

Xi ^i/üi + (p'^Ui, X2-^Ü2 + y^Ü2, . . . Xm^Um + ^^Um, 

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen 4=0 ist, 

einzeln! 

66) Xj^Uj = -y2u., (j = l, 2...m). 

Es sind nun für jedes Uj zwei Möglichkeiten vorhanden, es 

kann 

üj = oder z}ßO 

sein, in letzterem Falle rauss auch das zugehörige Xj4=0 sein. 

Die erste Gleichung 61) lehrt uns somit: Es ist bei unserer 
Voraussetzung: 



67) Uo = Ui+U2 + .-- + Un(n<m<p), 

wo Uj Ü2 . . . Un n linear in Uq Uj . . . Up ausdrückbare Funktionen 
der Stelle des Innenraumes von « sind, welche in demselben den 
Differentialgleichungen genügen: 

68) ./Uj = -f y^ü-, (j = i, 2...n). 

Dabei sind die Xj positive, von null verschiedene Zahlen, 
welche die Gleichung: 

69) /Jo + Ax + /?2X^ + ---+iJpXP = 

befriedigen. 

Wir sprechen das Resultat folgenderraafsen aus: 

I. Besteht zwischen den Funktionen UoUiUg... einer 

Schwarzsehen Reihe eine Relation von der Form: 

i^0«0+ AUi +/?2U2 + • • • +iJpUp = 0,*) 

wo p eine endliche Zahl, ß^ ßi ß2 • " ßp reelle Konstanten 
vorstellen, welche der Gleichung: 

. ßo' + ßl' + ß2' + -'+ßp'^^ 



*) Die besondere Behandlung dieses singulären Falles erschien mir für 
eine strenge Lösung des Problemes notwendig. . 
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genügen, so kann man Uq in der Form darstellen: 

Uo = Ui + U2 + ... + Un(n^p), 

wo U. U2 . . . Un linear in UqUi . . . Up ausdrückbare, mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen 
der Stelle des Innenraumes von w sind, die in demselben 
der Differentialgleichung: 

^Uj = -^9>2u., (j = i, 2...n) 

und an der Oberfläche der Bedingung: 

Uj = 0, (j = 1, 2 . . . n) an « 

genügen; dabei sind die Xj positive, von null verschiedene 
Wurzeln der Gleichung: 

Die Funktion f ist in der Form darstellbar: 

70) f = _,y2fUl + U2^...^Un\ 
^ \Xi X2 Xn/ 

Die letzte Behauptung 70) folgt unmittelbar aus 67) und 68). 
Setzen wir bei der Voraussetzung des Satzes I: 

71) U = aiUi+a2U2 + f-anUn, 

so genügt diese Funktion der Differentialgleichung 

z/U + ky2U = f, 

wenn: 

1 



Xi 



72) aj = ^, (j = l, 2...n) 

k- — 



Xj 



bei der Voraussetzung: 



Xj 



Die Lösung 71) unseres Hauptproblemes hat somit, als Funktion 
von k betrachtet, einfache Pole an den Stellen: 

k = --, (j = l, 2...n). 

Xj 



j 
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Fragen wir, kann es noch eine andere Lösung ü' der Auf- 
gabe geben, so bemerken wir^ dass in dem Falle der Existenz 
einer zweiten Lösung ü': 

73) ^(U'~U) = ~k<p2(U'~ü) 

sein müsste; nur um eine solche Funktion (ü' — ü), die im Innen- 
raume von « der Gleichung 73) genügt und an der Oberfläche 
verschwindet, kann sich ü' von U unterscheiden. 



§ 3. 
Wir betrachten jetzt den Fall, dass sich zwischen den 
Funktionen der Schwarzsehen Reihe 

Uo Ui Ug . . . 

keine Relation von der Form: 

aufstellen lässt, wo p eine endliche Zahl ist und ßoßiß^- *'ßv 
reelle Konstanten, welche der Gleichung: 

genügen. 

Wir bilden die Schwarzsehe Reihe anstatt für die Funktion f 
für die Funktion: 

«of — y^ («i^o + «2^1 H h «pUp-i), 

wo die «0 "i ^2 • • • "p P + 1 reelle Konstanten vorstellen, welche 
der Gleichung: 

«0^ + «1^ + «2^ H h «p^ = 1 

genügen, und für die wir uns noch weitere Bestimmungen vor- 
behalten. 

Wir bilden also successive die Funktionen: 



74) 



Wr 



= -4^\Kf-yH«l "o + «2«! H h «pUp-i)] Gdfr, 



w. 



2 



1 



«WoGdr, 



Gdr, 



».kj. 
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Wir wollen zeigen, dass wir bei genügend grofsem p die 
Eonstanten «o ^i ^2 • • • ^p so wählen können, dass 

nei^ u /n \= A T« /A endliche Konstante,\ 
75) abs.(k3w,)<A.D,( L echter Bruch ) 

wenn k eine beliebige positive, fest gegebene Zahl vorstellt, 
so dass die Reihe: 

76) w = Wo + k Wi + k^ W2 + • • • 

eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktion 
der Stelle des Innenraumes von (o darstellt, welche in demselben 
der Gleichung: 

77a) ^/w + ky2w = aof—9^*'^(«i "0 + ^2^1 + •• • + «pUp-i) 
und der Grenzbedingung: 

77 b) w = an cö 
genügt. 

Wir betrachten zum Beweise dieser Behauptung den Quo- 
tienten 



I 



!■ 



, (m eine endliche Zahl), 



1 
der nach 74*): 



*) Es ist nach 74): 



und: 



somit: 



• • 

1 1 

' ^ i i 
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(Max. y2)2 



iwm^dT 



— 2 



i[(^)'-(^)*+r-&)l 



dir 



_1 



und bei genügend grofsem p 



a2*) 



]/p' 



wenn wir «o «j «g . . . «p in geeigneter Weise wählen, nach dem 
Hilfssatze 2 S. 6, da: 



Wm = CCq Um-i + «1 Um + «2 "m + 1 H h «p Um+p_i, 

Das Resultat: 

^^ Wm^ dt 

1 — endl. Konst. 

78). ~" 



I^^ 



i^ 



2 w^ , dT 



Vp' 



gilt somit für jedes bestimmte, endliche m, bei genügend grofsem 
p und geeignet gewählten «^ «^ «o • • • «?• 
Bedenken wir jetzt, dass: 

\ V^ w^_i d« = — \ Wm-i ^Wm dr = — l Wm ^Wm-i dr 

• • • 

1 l 1 

= \ (f'^ WmWni-2 d^, (m = 1**), 2, 3 • • •)» 



so folgt: 



(]"»>■ w„'_.d,)'5J"» 



J,. 



2 Wm''^ dx . \ (]p2 Wj^_2 dr 



l 



*) a endliche, von p unabhängige Konstante. 
**) -9>^Win_2 für m= 1 soll für 



stehen. 



Cfo f — T'- («1 Uo + «2 «1 + • • • + «p Up«i) 
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oder: 



^f'K-, 



dt 



I*' 



2 Wm^ dr 



79) ^ 



endl. Konst. 



I* 



m — 2 



f 



^ w J , dT 
m — 1 



i/p* 



Infolge dieses Schlusses von m auf m — 1 ist allgemein für 
jedes bestimmte, endliche m, bei genügend grofsem p und 
geeignet gewählten 



«0«1«2- • -«P- 



80) 



\ 9^ Wo' 



dr 



«/ 
1 



W^^i 



2 



dT 



\-2(aof-"9M«iUo+a2UiH hapUp-i))^di: U^ ^o^ jir 



i y^ W2^ di^ 



1 

)^ Wm^ dl^ 

1 = endl. Konst. 



jV 



J9'^Wi 



2 



dt 



I^ 



2w2 dir 
m — 1 



Vp' 



Man kann dieses Resultat aber auch für unendlich wachsende 
m beweisen: Man betrachte die für ein beliebiges endliches m 
unseren Voraussetzungen genügenden a^^^) a^^^^ a^(^^ . . . «pW*) 
als Koordinaten von Punkten der Kugelfläche: 

81) V + V + «2^ + --- + V=l 

in einem (p+1) dimensionalen Räume, dann wird für die «q^«») a^W ... 
ap(°*) eines gewissen Gebietes dm der Kugelfläche die Bedingung 80) 
erfüllt sein. 

Wir können in gleicher Weise, bei geeignet gewählten 



ofo(°' + i)ai(«^-+-i)...ofp('a+i) 



erreichen, dass: 



*) Ich füge die In die es (m) zur genaueren Bezeichnung hinzu. 
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82) 



ly^Wo^dr \y^Wi 



. dt 



i i 

= i = = \ = i =endl.Konst. 



• • • 

1 1 1 



V'p* 



WO die endliche Konstante rechts von m und p ganz unabhängig 
ist. Die Punkte 

welche der Bedingung 82) genügen, werden einem Gebiete dm+i 
der Kugelfläche 81) angehören, welches ganz in dem Gebiete dm 
enthalten ist, da die Bedingungen 80) eine Folge von 82) sind. 
In dieser Weise fortgehend, sieht man, dass das entsprechende 
Gebiet dm+a ganz in dem Gebiet dm+i» ^m+s ganz in dm+2 ent- 
halten ist und so fort; daraus folgt, dass ein Wertsystem 

«0 ^1 ^2 • • • ^p 

existiert, für welches die Ungleichungen 82) auch bei unendlich 
wachsendem m erfüllt sind, und es ergiebt sich: 

83) Cy^Wj^dir^B.Lp^ (j = 0, 1, 2...), 

1 
wenn wir: 

1 



84) Lp = - 

Vp2 

setzen und unter B eine endliche, von j ganz unabhängige Kon- 
stante verstehen. 

Aus der Definitionsgleichung: 



Wj = |^U2wj_iGdT 



folgt überdies: 



Wj 
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= Max 



^r^jy^w.L.d.JGMr, 



.2 = 

1 1 



mit Rücksicht auf 83) und den Hilfssatz 1 S. 5 folgt somit auch: 

85) abs. Wj 5 ^ • LpJ, 

wo A eine endliche, von j ganz unabhängige Konstante ist. 

Ist nun k eine beliebige positive, fest gegebene Zahl, so 
können wir dadurch, dass wir 

^^ k 

machen (L irgend ein echter Bruch), erreichen, dass 

86) abs.(ywj)^A.LJ 
wird, und es wird dann in der That die Reihe 

87) w = Wo + kwi +k2w2 + • • • 

eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktion 
der Stelle des Innenraumes von w vorstellen, welche in demselben 
der Gleichung: 

88) Jw + k<p^w = ccQf — (p^{aiUQ + «2^1 H h«pUp_i) 

und der Grenzbedingung: 

89) w = an « 
genügt. 

§4. 
Wir definieren jetzt die p + 1 Funktionen 

UU'U"...U(P)*) 
durch die p + 1 linearen Gleichungen : 

«oU + «1 U' + «aU" H h ffpU^P) = w, 

U-kU' =Uo, 

ü'-kU" =Ui, 



90) 



U(P-i)-kU(P) = Up_i, 

man kann dann zeigen, dass für den Fall des Nichtverschwindens 
der Determinante dieser Gleichungen: 



*) Die Zeichen (j) sollen hier als Indices zu verstehen sein. 
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91) 



D = 



«0 


«1 


CC2 , , , 


«p 


1 


-k 


... 





ö 

• • 


1 

• • 


__k 

JV ... 
• • • • 




• • • 



...1 -k 

= (- k)Pao + (- k)P-iai + kap_i + «p 

die Funktion U eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stetige Funktion der Stelle des Innenraumes von w darstellt, 
welche in demselben der Gleichung: 

92).^/ü + ky2ü = f 

und der Grenzbedingung: 

93) U = an 0) 
genügt. 

Wir schreiben hierzu die 2te bis (p + l)te Gleichung 90) in 
der Form: 

94) üö-i)-küö)-Uj«i = 0, (j = l*), 2...P) 

und folgern hieraus durch die Operation J: 

95) ./Uö-i)-k^/Uö) + y2u._2 = 0, (j = l**), 2...p). 

Während nun die erste Gleichung 90) mit Rücksicht auf die 
Eigenschaft 89) von w die Relation lipfert: 

rao(^U + ky-^ü-f)+ai(^/ü' +k9)2ü' +y2uo) 
96a) I + «2 (^ü" + k^^^ü" + q>^ui) + • • • 

l + «p (^Ü(P)+ ky2U(P)+ y^up.i) = 0, 

folgen, wenn man 94) mit k<p^ multipliziert und zu 95) addiert, 
die folgenden Gleichungen , die wir für j = 1, 2 . . . p explicite 
hinschreiben : 

/ (^/U + k 9)2 u - f) - k (^^ü' + k 9^2 u' + y2 u^) = 0, 
96 b) (^ü'+ k y2 u' + y2 u^) _ k (^u" + k 9)2 u" + y2 uj = 0, 

l(./ü(P-i)+ky2U(P-i)+9)2up_2)-k(^ü(P)+k9)2ü(P)+y2up_j)^0. 



*) UÖ - 1) steht im Falle j = 1 für U. 
**) 9\-.2 s*®^*^ ^™ ^^Jl® J = l für (— ^- 
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Die Gleichungen 96a) und 96b) bilden zusammen ein System 
von p + 1 linearen, homogenen Gleichungen in bezug auf die 
p + 1 Gröfsen 

^U + ky2U-f, ./U' + ky^ü' + y^u^^ ^U" + k9)2ü" + 9)2 ^^^ . _ 

. . . ^/U(P) + k y2 u(P) + 9^3 Up^i. 

Ist ihre Determinante D (91) =4= 0, so müssen sie einzeln 
verschwinden; im besonderen genügt also U der Gleichung 92). 

Nach den Definitionsgleichungen 91) ist ü in der Form dar- 
stellbar: 

P 



97) U = 



D' 



wenn 



98) P = 



w 


«1 


0^2 ... ftp — 1 


«P 


Uo 


k 


...0 





• • 


1 


— k ...0 




• • 



Un-1 



...1 



Die Formel 97) stellt in jedem Falle die Lösung unseres 
Hauptproblemes dar, falls nicht k gerade eine Wurzel der Gleichung 

D = 

ist. Dieser Ausnahmefall bedarf einer besonderen Diskussion. 



§ 5. 
Wir haben k bisher als eine bestimmte, fest gegebene posi- 
tive Zahl betrachtet, wir wollen jetzt k als eine beliebige, positive 
Zahl unterhalb dieser festen Zahl auffassen. Die Funktion w, 
somit auch P ist in allen diesen Fällen eine mit ihren ersten Ab- 
leitungen (nach X, y, z) eindeutige und stetige Funktion der Stelle 
des Innenraumes von ca; dagegen wächst die Lösung ü unseres 
Hauptproblemes ins Unendliche, wenn sich k einer Wurzel der 
Gleichung 

D = 

unendlich nähert und nicht etwa auch gleichzeitig P zu null 
konvergiert. 

Die Wurzeln ki, k2 . . . kp der Gleichung D = werden somit 
Pole der Funktion U in bezug auf die Variable k sein, falls die- 
selben nicht zugleich Nullstellen für P sind. 

Korn, Abhaudl. 4. 3 
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Unsere wesentliche Aufgabe wird hiernach jetzt sein, das 
Verhalten der Funktion P an den Stellen 



zu untersuchen. 

Es folgt aus 98): 



K — ^ii "2i • • • Kp 



und: 





Jw «1 


ÖTg . . . Ofp_i Ofp 






^P = 


JUq — k 


...0 
k ...0 








^Up_i 


...1 k 




aj y^(aiUo+a2Ui+-" 


> . +Ofp Up«i) «1 «2 ... «p- 1 


«p 


f + k^^Uo 


-k ...0 





— ^^Uo + 1^ 9^^i 


1 -k ...0 




• • 



-r/2up_2 +kg)2up_i 

oder: 

99) JP + k(p^P = i>D. 

Bezeichnen wir die Werte von P für 

k = kj (j = l, 2..,p) 



...1 - k 



mit Pj, so folgt: 



100) ./Pj = - kj (^2 p.. 



Definition.*) Wir bezeichnen als harmonische Funk- 
tionen des Innenraumes von «, welche der Funktion ^^ 
entsprechen, mit ihren ersten Ableitungen eindeutige 
und stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes von w^ 
welche in demselben den Gleichungen 

101a) ^Uj = -kj^2u., L2üj2dT=l 

i 
und der Grenzbedingung: 

101b) üj = 



') Für 



7^ = 1 



geht diese Definition in die Definition der harmonischen Funktionen 
Poincares über. 
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genügen, kj bezeichnen wir als die der harmonischen 
Funktion Uj zugehörige Zahl. 

Wir können nach dieser Definition das Resultat 100) auch so 
aussprechen : 

Die Werte, welche P für 

annimmt, sind entweder identisch null oder harmonische Funktionen 
des Innenraumes von «, multipliziert mit von null verschiedenen 
Konstanten. 

Die Wurzeln kj, denen harmonische Funktionen entsprechen, 
können nicht Doppel v/urzeln der Gleichung D = sein. Für eine 

solche Doppel Wurzel wäre -Tr: = 0» somit nach 99): 

kj y2 p. _ __ ^p.^ 
dPA__k.^2dPj_ op. 



dk 



dk 



Multipliziert man diese beiden Gleichungen und integriert 
nach Division durch (p^ über i, so folgt, mit Rücksicht auf: 



M^Mt^^^'^- 



dass: 



I 



Pj^PjdT = 0, 



oder: 



8P 



^(f)'+(f'r]<"-. 



Pj = const. = 0, 

womit die Behauptung erwiesen ist, dass einer Doppelwurzel kj 
keine harmonische Funktion Pj entspricht. 

Es ist ferner leicht zu ersehen, dass die Wurzeln kj der 
Gleichung D = 0, denen identisch verschwindende Pj entsprechen, 
nicht Pole für die Lösung: 

P 

D 

3* 



u 
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unseres Hauptproblemes sein können, da in diesem Falle — wenn 
das betreflfende kj eine m fache Wurzel der Gleichung D = ist 
(m = 1, 2. . .p): 

dD_d2D_ _ d°^~^D _ d^^D 
dk^dk*^ dk°^-i~ ' dk«»-* ' 

d°^ P *) 

dk°^ 

u = 



d^p 



und -TT— an den Stellen k = kj eindeutig und stetig ist. Wir 

können das Resultat der Paragraphen 3 — 5 in folgender Weise 
zusammenfassen: 

IL Besteht zwischen den Funktionen UqUi U2 . . . einer 
Schwarzsehen Reihe keine Relation von der Form: 

/JqUo + ft Ui + /^a "2 + h ßv^p = 0, 

wo p eine endliche Zahl, /Joi^i---/^p reelle Konstanten 
vorstellen, die der Gleichung: 

ßo^+ßl' + ß2^ + '-+ßp^=i 

genügen, so kann man für ein beliebiges: 

1 /t _ 611^1. Konst.v 



Lm \ ]/^2 

(wenn m eine beliebig grofse, fest gegebene Zahl vor- 
stellt), eine Lösung U unseres Hauptproblemes in der 
Form angeben: 

1^2) U = (,_,^)^,^^\y:.'.\,_,„) , (0**) ^ n ^ m), 



*) Dies ist ohne weiteres für m = 1 klar ; für m = 2 folgt aus 99) und 

J-pv 

-— = nach der obigen Betrachtung, da nun das betreflPende kj eine 

yJixL. 

Doppel Wurzel der Gleichung D = ist: 

d^P 

dP ^ . _, dk2 

-TT- = 0, somit U = -TTFT 

dk d'^D 

dF 
und so fort, für m = 3, 4 . . . p. 

**) Für den Fall n = soll die rechte Seite einfach für V(k,x, y, z) 
stehen. 
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wo kj k2 . . . kn bestimmte, von einander verschiedene 
positive Zahlen [<= — j sind, V für jeden Wert von k: 



eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle des Innenraumes von « darstellt 
und (abgesehen von einem konstanten Faktor) für . 

k = k3(j = l,2...n) 

in eine harmonische Funktion des Innenraumes von w 
mit zugehöriger Zahl kj übergeht. 

Die kurze, auf den Satz I folgende Betrachtung (S. 25) 
zeigt uns, dass der Fall: 

/^o^o + ft "i + 1- /^pUp = 0, (p endlich) 

keinen Ausnahmefall des vorstehenden Satzes darstellt: 

Zusatz 1 zu IL Der Satz II gilt in gleicher Weise, 
mag zwischen den Funktionen Uq Uj U2 . . . der Schwarz- 
sehen Reihe eine Relation von der Form: 

/^o^o + Ä Ui H + ßp^v = 0, 

(p endlich, ßoßi-»^ßp reelle, der Gleichung: 

ßo' + ßi' + -'+ßv' = ^ 

genügende Konstanten) möglich sein oder nicht. 

Zusatz 2 zu IL Für irgend ein von kikg... .kn ver- 
schiedenes k kann sich eine andere Lösung ü' des Haupt- 
problems nur um eine Funktion U' — U unterscheiden, 
die selbst eine harmonische Funktion des Innenraumes 
von ö) mit dem betreffenden k als zugehöriger Zahl 
vorstellt. 

Dies folgt genau in derselben Weise, wie in dem Spezial- 
fälle S. 26. 

Die Frage nach der Existenz der Lösungen des Hauptpro- 
blemes wird durch den Satz II vollständig beantwortet, wir 
wollen uns nun besonders mit den Polen dieser Lösungen und 
den harmonischen Funktionen beschäftigen, welche diesen Polen 
entsprechen. 
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§6. 

Wir werden hier einige wichtige Sätze über die harmonischen 
Funktionen beweisen. 

Illa) Die einer harmonischen Funktion üj zugehörige 
Zahl kj ist eine reelle, positive, von null verschiedene 
Zahl. 

Der Beweis von III a) liegt in der Betrachtung S. 21. 

Illb) Jede harmonische Funktion U,, entspricht der 
Ungleichung: 

abs. üj <a • kj, 

wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
und der Funktion (p abhängende Konstante vorstellt. 
Es ist in der That: 

i 
Uj2 ^ ^ Max. 9)2 . ( G2 dTL2üj2 dr, 



somit: 



«Hj^ 



wo: 



2 Max '(p^ . . 

wenn I die gröfste Entfernung zweier Punkte im Innenraume 
von « vorstellt. [Nach Hilfsatz 1, S. 5 und der Formel 



!• 



^2Uj2dr = l, (S. 34)]. 
1 

IIIc) Setzt man 

103a) {=-cf^Uj, 

wo üj eine harmonische Funktion des Innenraumes von 
ft) mit der zugehörigen Zahl kj vorstellt, so ist die ent- 
sprechende Schwarzsehe Reihe: 

103b) ü = Uo + kUi+k2u2 + ... = ^-^, (k<kj). 



— 39 — 



Denn es ist in diesem Falle: 



11,. = -T-' 



k 



u, = 



«2 



U 

k 

E 

k 



1 
1 



Diese Überlegung beweist zugleich den 
Zusatz zu nie). Setzt man: 

104a) f = -9)2(„^u^_|_«^üj^^...^fl5pUp), 

wo aiOf2.,.ofp Konstanten, UiU2...üp p harmonische 
Funktionen des Innenrauraes von o) mit den zugehörigen 
Zahlen kik2...kp vorstellen, so ist die entsprechende 
Schwarzsehe Reihe: 

P ^ TT 

104b) U = Uo + kUi+k2u2+... = 2j]^' 

solange k kleiner als die kleinste der Zahlen ki ko . . . kn 
und p eine endliche Zahl ist 

Illd) Es existiert für jede stetig gekrümmte, ge- 
schlossene Fläche w und jede nirgends verschwindende 
Funktion (p eine endliche, positive Zahl m von solcher 
Beschaffenheit, dass, falls p eine beliebige endliche, 
positive ganze Zahl >m vorstellt, die Zahl der über- 
haupt möglichen, linear unabhängigen harmonischen 
Funktionen des Innenraumes von w (welche der Funktion 

€p^ entsprechen), (mit zugehörigen Zahlen kj^j— ), <p 

sein muss. 

Seien in der That Ui Ug . . . Up p beliebige, linear unabhängige 
harmonische Funktionen des Innenraumes von w, so kann man 
nach Satz II und der Untersuchung S. 26 — 31 sofort aussagen, 
dass man, bei genügend grofsem p, «i «g . . . ofp so wählen kann, dass: 



«i^-i-ag^H h«p^= 1 
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und die in dem vorstehenden Zusatz zu III c) mit U bezeichnete 
Reihe für jedes 

A-*p — 1 

eine mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktion 
der Stelle des Innenraumes von « darstellt. 

Nun ist aber nach dem vorstehenden Satze auch 

solange k kleiner als das kleinste kj ist, dem ein nicht ver- 
schwindendes ofj entspricht, und wächst ins Unendliche, falls man 
k diesem kj unendlich. nähert, wenn nicht gleichzeitig das ent- 
sprechende Uj verschwindet; dies kann aber nicht an allen 
Stellen des Innenraumes von w der Fall sein, wir müssen daher 
stets einen Pol von U für wenigstens eines der kj erhalten, es 
muss somit wenigstens eines der kj 



Lp — 1 



sein; somit ergiebt sich die Behauptung durch Vertauschung 
von p mit p + 1. 

Zusatz 1 zu III d). Die Anzahl der in einem endlichen 
Intervalle: 

< k j < m 



möglichen, linear unabhängigen harmonischen Funk- 
tionen Uj zugehörigen Zahlen kj ist endlich. 

Zusatz 2 zu Illd). Die Anzahl der möglichen, linear 
unabhängigen harmonischen Funktionen Uj mit der- 
selben zugehörigen, endlichen Zahl kj ist endlich. 

nie) Sind Ui und ü» irgend zwei harmonische Funk- 
tionen des Innenraumes von iw, mit den von einander 
verschiedenen Zahlen ki und k», so ist: 



105) r9)2UiU,dT = 0, (ki + kx). 
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Wir multiplizieren zum Beweise die Relation: 

mit Ux und integrieren über i, dann folgt: 

ki i y^Ui Ux dT = - fUx ^/üidr = - Cui ^üx di 



= kxr^2üiüxdr, 



da: 

^Ux = ~kx<^^Ux, 

es folgt somit 105), sobald ki=t=kx. 

Zusatz zu nie). Können wir eine Funktion P der 
Stelle des Innenraumes von « in der Form darstellen: 

106) F = QUi + C,U2 + C3Ü3 + ..., 

wo Ü1U2Ü3... harmonische Funktionen mit von einander 
verschiedenen, zugehörigen Zahlen ki kä kg .. . vorstellen, 
so müssen die Konstanten Q die Werte haben: 

107) Cj=j<p2FUjdT, (j = l,2,3...). 
1 

Wir haben zum Beweise nur die Formel 106) mit y^^Uj zu 
multiplizieren, über i zu integrieren und die Formeln: 



1 



y2UiU,dr = 0, (i + x) 
1 



!■ 



y2Uj2dr=l 

1 

zu beachten. 

Die Frage nach der Möglichkeit solcher Entwickelungen soll 
uns im folgenden Abschnitt beschäftigen. 
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IIL Abschnitt. 



über die Beihenentwickelungen nach harmonischen 

Funktionen. 

§1. 

Die Untersuchung, welche uns zu dem Salze II führte, hat 
uns gelehrt, dass jedem Pole kj der Lösung unseres Hauptproblemes: 

J\J -\-\i(f'^\J = fy (im Innenraume von co) 
U = (an«) 

(für 0<:k^^, wo p eine endliche, im übrigen beliebig grofse 

positive Zahl vorstellt), eine harmonische Funktion Uj mit der 
zugehörigen Zahl kj entspricht, und dass die Anzahl dieser Pole 
höchstens = p ist, wenn man p gröfser annimmt, als eine be- 
stimmte endliche, lediglich von der Fläche (o und der Funktion 9>^ 
abhängende positive Zahl m. 

Wir definieren nun die Funktion Rp durch die Gleichung: 

108) Rp = ^ - (Gl Ui + C2U2 + . . . + CpUp), 

wo: 

109) Cj=lfUjdT, (j = l, 2...n, 0<n<p) 
1 

entsprechend den n Polen von ü im Intervalle 

= 1 



0<X ^. , 

Lip 

v?ährend 

110) Cj*) = 0, (j = n + l, nH-2...p) 

sein soll, und wir wollen jetzt von der Funktion 

J_ 



*) Mit der Festsetzung, dass auch 

Cj Uj =0, (j = n + 1, n 4- 2 . . . p). 
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voraussetzen, dass sie endliche erste Ableitungen besitzt 
und an der Oberfläche w verschwindet. Es gilt dann gleiches 
auch für die durch 108) delSnierte Funktion Rp. 

§ 2. 
IV. Es kann: 



I 



Rp2dr 



<iurch Vergröfserung von p unter jeden Kleinhcitsgrad 
herabgedrückt werden, und es ist somit: 

111) r-^dT = Ci2 + C22+.-. + Cj2 + ... 



Zum Beweise betrachten wir die Lösunj? V des Problemes: 



112) 



^ V + k y^ V = 9/2 Rp, (im Innenraume von «) 
^ V = 0, (an«) 



welche wir analog der zu dem Satze II führenden Untersuchung 
zu finden im stände sind, und wir wollen zunächst zeigen, dass 
die früheren Worte 

nicht Pole dieser Funktion V sein können. 

Multiplizieren wir die erste Gleichung 112) mit üj (j = 1, 
2 . . . n), so folgt mit Rücksicht auf: 

füj ^ V dr = Cv ^/Uj dT = - kj {(p' V Uj äx 



1 



und: 



1 



RpU;dr = 0, 



dass: 



113) (k-kj) L2UjVdr = 0, (j = 1, 2 . . . n). 
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Ist kj das kleinste kj, so ist das durch die entsprechende 
Schwarzsehe Reihe*) 

114) V = Vo + kVi+k2v2H 

definierte V: 

115) V = U + 2i^,(k<i^) 

wenn, wie früher: ! 

116) U = no + kUi-hk2u2H 

Nun ist nach Satz II: 

117) ü = =J^, (k<:kj) 
kj-k 

wo: 

118) lim </^=Cjüj, 
k=kj 

und Cj eine Konstante vorstellt. Setzen wir unter Berücksichtigung 
von 117) den Wert von 115) in der nach 113) folgenden Gleichung: 

119) (k-kj)r^2VÜjdr = 

i 
ein, so folgt durch den Übergang zur Grenze (k = kj) 

120) q = -Q, 

die Stelle k = kj ist_somit kein Pol für V, und es kann V über- 
haupt keinen Pol k < kj haben. 

Es folgt aber auch zugleich, dass der Radius des Konvergenz^ 
kreises der Reihe 114) nicht mehr kj, sondern erst das nächst 
gröfsere kj sein kann; es gilt somit die Formel 115) für 

k<kj 

und so fort; wir finden auf diese Weise, dass die Reihe 114) für 
alle Werte: 

1 



0<k ^, 



^j = + -ii'^'^i-i^^'' (j = l,2...p). 
i 
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konvergiert, somit die durch diese Reihe dargestellte Funktion V 
in diesem Intervalle keinen Pol besitzt. 
Wir folgern hieraus: 



I^ 



2 Vo^ dir 



1 



121) '-. <Lp2, 



j 



Rp^dT 



da (man vgl. S. 29): 



U^Vo^dir LsviSdir Usva^d^ 

• • • 

1 =1 .. - 1 



1 1 1 

und mit Hilfe dieser Ungleichungen aus: 



L^ Vo^ dr 
1 



I 



Rp^dr 



V, 



1 1 

folgen würde. 

Es ist andererseits, wegen: 

^Vo = 9)2Rp: 

U2Rp2dT=rRp^VodT, 

i i 

__r[8Vo 8Rp 8Vo 8Rp öVp 8Rp1 . 
Jlöx öx "^ öy öy "^ az öz J ' 



vm) 



'^m^m^-mhc^hrnry- 
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oder: 



rjc;,3 Rp2dTl'< ("(- Vo) ^VodTJ* ( 



8R 

dx 



8R, 



p^_j_,^^.p 



8y 



(jp2vo(-Rp)dr 



J[(t)V( 



8R, 






|/j*y>'vo2drjVRp»dr'J[^( 



/eRp 
Vey 



'«p^V(.%V+f^.Y 



dr. 



Macht man hierin von der Ungleichung 121) Gebrauch, 
nach der: 



j ''* "'" 



* dr ^ W 



JRpMr, 

1 



so folgt: 

122) L%2dr<y -L, 

1 



\ (t)"+(t)"+(1^') 



dr, 



WO r eine endliche, von p unabhängige Konstante vorstellt. 
Es ist weiter nach 108): 



mH^)'^m 



^^P » I dr = - AlCi« - A^C/ ApCp^ 



-mimmf-mfh 



(^0). 



Diese stets positive Gröfse nimmt also mit wachsendem p 
fortdauernd ab, so dass, wie grofs auch p sein mag: 



i')^(t)'+(t)i 



dT 



JU8x(r^'4 






mrh 
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somit nach 122): 



123) ( Rp2 dr ^ Lp . endl. Konst., 



1 

wo die endliche Konstante von p ganz unabhängig ist. Die 
Fomiel 123) beweist den Satz IV. 

§3. 
Wir wollen jetzt zeigen, dass bei unserer Voraussetzung über f 
für jeden Punkt des Innenraumes von w: 

124) Uo = -^J*f.G.d. = -^Ui-|u, |üj-... 

« 

1 

Setzen wir nämlich: 

125) Fp = Uo + ^Ui+^U, + ... + J-?üp, 
so folgt auch: 

Pp = -^|[f-c^MCiUi + C,U, + ... + CpUp}]G.dT, 
1 

i 
somit: 



^, . (Max. y2)2rRp2 drCo^ dir, 



P 2 

oder nach 123): 

126) abs. Pp < endl. Konst. y Lp, 

wo die endliche Konstante von p ganz unabhängig Ist. 

Die Funktion Uq ist somit nach den harmonischen Funktionen 

entwickelbar, und die Voraussetzungen, welche wir über U(, gemacht 

haben, sind: 

P) Uo = 0, (an 0)), 

2^) Uq ist mit seinen ersten Ableitungen im Innenraume von 

<ö eindeutig und stetig und besitzt endliche zweite Ableitungen. 

/» ^ 

3^*) —r, also — :P ist im Innenraume von w eindeutig und 
stetig, besitzt endliche Ableitungen und verschwindet an w. 
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Wir erhalten somit das Resultat: 

V. Eine Funktion F der Stelle des Innenraumes von 
4o ist in eine nach harmonischen Funktionen*) fort- 
schreitende Reihe entwickelbar: 

127) F = CiU,+C2U2 + ... + CjUj + ..., 

wenn sie an der Fläche w verschwindet, wenn sie im 
Innenraume von on mit ihren ersten Ableitungen ein- 
deutig und stetig ist und endliche zweite Ableitungen 
besitzt, wenn ferner der Ausdruck: 

* 



(f^ 



im Innenraume von <» eindeutig und stetig ist, endliche 

€rste Ableitungen besitzt und an oa verschwindet. 

Bemerkung. Mit Hilfe eines Beweises von W. Stekloff 

<Ann. de Toul. 1901, S. 282—284) kann man sich von der 

Bedingung 

z/F = an « 

befreien; auf die recht schwierige Frage, ob man auch 

JY 
die Stetigkeitsbedingungen in bezug auf — ^ entbehren 

kann, so dass die blofse Existenz von 

JY 

genügt,**) möchte ich hier nicht eingehen, zumal in den 
Problemen der theoretischen Physik, in denen diese 
Entwickelungen ihre Anwendung finden können, alle 
diese Stetigkeitsbedingungen stets erfüllt sind. 



*) Einer beliebigen Funktion qp* entsprechend, welche aufser der zu- 
:sammen mit JF zu erfüllenden Voraussetzung der Bedingung genügt, dass 
für zwei beliebige Punkte (xi yi Zj) und {^%y%z%) in genügend kleiner Ent- 
fernung ri2: 

abs.IqpCxayjZg) — (3P(xiyiZ,)]^ATi2^-^, ( T<:i J' 

**) Man vergleiche hierzu die Arbeiten von W. Stekloff (C. ß. 1899, 
Ann. de Toul. 1901), S. Zaremba (C. R. 1899, Journ. de math. 1900). 
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IV. Abschnitt. 

Die Lösung der yerallgemeinerten dritten 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 

§ 1. 

Via) Für die Lösung U des Problemes: 

J\J + k(p^\J = { , (im Innenraume von co) 
U = an CO 



128) 



gilt der Satz II mit seinetf'Zusätzen auch dann noch, 
wenn man dem Parameter k die Freiheit lässt, negativ 
zu werden, im Intervalle: 

Li, 



«m ^m 



Die Pole kj der Lösung können nach wie vor nur 
positive Zahlen sein, so dass das Problem 128) im Falle 



k<0 stets eine und nur eine mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutige und stetige Lösung besitzt. 

Wir haben in der That bei den früheren Untersuchungen 
nur deshalb k>0 angenommen, weil uns diese Voraussetzung 
im allgemeinen eine kürzere Ausdrucks weise gestattete, die Unter- 
suchungen gelten völlig streng in derselben Weise, auch wenn k 
negativ werden darf. 

Zusatz zu Via). Mit dem Problem 128) findet zu- 
gleich das Problem: 

( ^U + kg)2U = f, (im Innenraume von eo) 
129) j ' ^ ' ^ ^ 

^ 1 U = F, (an ö)) 

seine Erledigung, wenn F eine beliebige, eindeutige 
und stetige Funktion der Stelle der Oberfläche (o be- 
zeichnet, die nur der Bedingung genügt, dass 

cos (rv) 



i 



r-^ 



d(o 



CO 

Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes von 
(0 ist. 

Korn, Abhandl. 4. 4 
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Es existiert in der That bei der Voraussetzung des Zusatzes 
zu Via) die Potentialfunktion V des Innenraumes von i» mit den 
Randwerten F und wir haben dann: 

130) U = V + W, 

wo W die Bedingungen zu erfüllen hat: 

131a) JW + \i(p^W = ¥ — kff^y^ (im Innenraume von «) 

131b) W = 0, (an a>) 

womit die Aufgabe auf die frühere reduziert ist. 
VIb) Für die Lösung des Problemes: 

j\] = Oj (im Innenraume von «) 
132) { öü 



dy 



+ A(D2U = F, (an w) 



gilt der Satz III in Abhandlung 3 (S. 39—41) mit seinen 
Zusätzen auch dann noch, wenn man dem Parameter k 
die Freiheit lässt, negativ zu werden, im Intervalle: 

1 -_ . = , 1 *) 

Die Pole ^j der Lösung können nach wie vor nur 
positive Zahlen sein, so dass das Problem 132) im Falle 
(A<0) stets eine und nur eine Lösung besitzt. 

Wir haben in der That auch in den Untersuchungen, Ab- 
handlung 3, nur deshalb A<0 angenommen, weil uns diese 
Voraussetzung im allgemeinen eine kürzere Ausdrucksweise ge- 
stattete, die Untersuchungen gelten völlig streng in derselben 
Weise, auch wenn X negativ angenommen werden darf. 

Zusatz zu VIb). Mit dem Problem 132) findet zugleich 
das Problem: 

z/U = f, (im Innenraume von a>) 



133) 



-^- + AQ)2ü = F, (an «) 
cv 



seine Erledigung, wenn f eine beliebige Funktion der 
Stelle des Innenraumes von « darstellt, die nur der Be- 



*) Die Definition von L^^ ist hier eine etwas andere, Abhandlung 3, 
S. 33—34. 
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dingung genügt, dass für zwei beliebige Punkte (x2y2Z2) 
und (Xi yi Zj) in genügend kleiner Entfernung T12' 

^<x.v , rnr V /./ v-,= A ^ > /A endlich,\ 

1 34) abs.[f (X2 Ya Z2) - f (x^ yi z^] < A • t.^"-^^ \^ ^ ^ ^ j . 

Es existiert in der That bei der Voraussetzung 134) eine 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutie:e und stetige Funktion V 
der Stelle des Innenraumes von «: 

135) V = -^rf.G.dT, 

i 
und wir haben dann: 

136) U = V + W, 
wo W die Bedingungen zu erfüllen hat: 

JW=^0, (im Innenraume von ö)) 



137) 



dW dV 



womit die Aufgabe auf die frühere reduziert ist. 

§ 2. 

Es lassen sich nun die beiden vorangehenden Probleme zu 
einem sehr allgemeinen Probleme „der verallgemeinerten 
dritten Randwertaufgabe der Potentialtheorie" verbinden: 

Es handelt sich darum, eine mit ihren ersten Ablei- 
tungen eindeutige und stetige Funktion U der Stelle 
(xyz) des Innenraumes von « zu finden, welche in dem- 
selben der Differentialgleichung: 

138) ^U + ky2U=f, (9) stets =4=0), 
und der Grenzbedingung: 

139) |^ + A(D2U = F, (0 stets 4=0), 

genügt, wenn k, X gegebene, endliche reelle Zahlen vor- 
stellen und über die Funktionen OF (pf lediglich voraus- 
gesetzt werden soll, dass für zwei Punkte in genügend 
kleinem Abstände r^g die Differenz ihrer Werte 



< A • T^2^-^ 
sein soll, wo A eine endliche Konstante, ^<,1 ist. 



* 
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Um dieses Problem in ähnlicher Weise zu behandeln, wie 
die früheren einfacheren Probleme, bedient man sich des folgen- 
den Hilfssatzes: 

Hilfssatz. Es seien fif2«-*fp p Funktionen der Stelle 
des Innenraumes einer ganz beliebigen, stetig ge- 
krümmten, geschlossenen Fläche w, welche mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind, und von 
denen sonst nichts vorausgesetzt wird, als dass sie 
linear unabhängig sind, d. h. dass zwischen ihnen keine 
Relation von der Form stattfinden kann: 

ftfi+/J2f2+--- + /Jpfp = 0, 
wo ßiß2..-ßp reelle Konstanten sind, die der Gleichung: 

ßi'+ß2^ + '- + ßv^=l 

genügen. Man kann dann stets, falls p eine genügend 
grofse Zahl ist, die reellen p Konstanten 

«1 Cfo • • • Ofp 

SO berechnen, dass: 

140) cc^^+a2'^-\ hV=l 

und die Funktion 

141) ^ = aif, +a2f2 + -v + «pfp 
die Ungleichung erfüllt: 

?//- d« 

1 

WO k eine gegebene feste, beliebig grofse, reelle Zahl 
und b^ eine Konstante vorstellt, welche von den Funk- 
tionen f 1 f 2 . . . f p ganz unabhängig ist. 

Zum Beweise bemerken wir, dass wir den Innenraum von w 
in p Räume tj (j = 1, 2 . . . p) zerlegen können so, dass die Ober- 
flächen Sij von Tj in bezug auf je einen Punkt Oj innerhalb % 
konvex sind und den Abhandlungen 3, S. 15 und in dieser Ab- 
handlung, S. 15 genannten Bedingungen entsprechen, so dass bei 
genügend grofsem p der gröfste Radiusvektor I von Oj nach 
einem Punkt der Fläche i^j 



i' 
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143) 1^3^, 

€ine Ungleichung, in der c eine endliche, lediglich von der Ge- 
stalt der Fläche w abhängende Länge vorstellt. 
Erfüllt die Funktion tjj die 2 p Gleichungen : 



0, 



144) 



4 

l iff dr = 0, 



so ist nach Gleichung 22) S. 17, Abhandlung 3*): 



CO ^ [ 



dz 



und nach Hilfssatz 2 dieser Abhandlung, S. 6: 



>-' k^'^im^i^ 



hmh 



Sind nun f i f 2 . . . f2p+i 2p + 1 mit ihren ersten Ableitungen 
-eindeutige und stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes 
von cö, von denen man weiter nichts voraussetzt, als dass sie 
linear unabhängig sind, und setzt man: 

146) V' = «lfl +«2f2H hOfSp + l f2p + l, 

so kann man stets die Konstanten a^a^ , . . cc^^ + i so bestimmen, 
dass die 2p Gleichungen 144) bestehen, und dass: 

147) a,^ + a,^ + ... + a^f^^^ = l, 

dann folgt in der That bei genügend grofsem p die Behauptung, 
wenn man noch schliefslich 2p + 1 mit p vertauscht. 



*) Die Ableitung dieser Gleichung, die dort für den Fall gegeben ist, 
dass \p Potentialfunktion ist, gilt in gleicher Weise für den allgemeinen 
Fall, da jedes: 



J LVäx . 



dr 



für den Fall, dass ip bei denselben Randwerten an Wj in Tj der Laplace- 
sehen Gleichung genügt gerade am kleinsten ist. 
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Ist dieser Hilfssatz einmal bewiesen, so folgt, wie dies zum 
erstenmale in voller Allgemeinheit S. Zaremba*) im einzelnen 
durchgeführt hat, das Resultat: 

VIL Ist in der verallgemeinerten dritten Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie: 

^U + kf/2U=f, 
148) { dV 



dp 



+ X0^\x=F, 



k eine festgegebene, im übrigen beliebig grofse (positive 
oder negative) Zahl und 

abs. A < = — » 

wo Lm dieselbe Bedeutung hat, wie in Abhandlung 3, 
und m eine beliebig grofse festgegebene Zahl vorstellt» 
so lässt sich die Lösung in der Form angeben: 

wo Ai ^2 . . . ^n bestimmte, von einander verschiedene 

Zahlen mit absoluten Werten <y — sind und V eine Funk- 

tion der Stelle des Innenraumes von « vorstellt, welche 
als Funktion von l betrachtet im ganzen Intervalle: 



Lm Lm 

mit ihren ersten Ableitungen (nach x, y, z) eindeutig 
und stetig ist und für 

^ = -^j. (j = l» 2 . . . n) 

den Bedingungen: 

!JVj = — )ii(f^Vj, (im Innenraume von «) 

genügt. 

*) Krak. Anz. 1901. Über die sogen. Fundamentalfunktionen in der 
Theorie der pMrtiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik. 
**) Für den Fall n = soll die rechte Seire einfach für V(A, x, y, z) 
stehen. 
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Zum Unterschiede von dem einfachen Fall k = können die 
Pole ^j der Lösung des allgemeinen Problemes 148) auch negativ 
sein, jedoch lässt sich leicht eine negative (von k abhängende) 
Grenze angeben, unterhalb welcher die Aj nicht liegen können. 

Über die ^verallgemeinerten Fundamentalfunktionen *^ Vj sowie 
über die Reihenentwickelungen nach denselben lassen sich völlig 
analoge Sätze aufstellen, wie über die einfachen ^Le Royschen 
Fundamentalfunktionen" (IV — VI in Abhandlung 3). 

Der allgemeine Gang der allen Anforderungen der Strenge 
genügender Beweise, die ich indessen hier nicht ausführlich an- 
geben möchte, ist, dass man mit dem Probleme: 

151) { Öü ^o,, „ 
^ ^ -^+^(D2U = F, 

unter der Voraussetzung, ^<zO festgegeben, k beliebig, beginnt; 
die Lösung desselben in einer der Untersuchung S. 17 ff. völlig 
analogen Weise mit Hilfe einer bereits von Poincare in seiner 
Abhandlung S. 103 flf. eingeführten Verallgemeinerung der Green- 
schen Funktion durchführt und hierauf erst das Problem 

^U + k9)2U = f, 

{A*)<Q und k bestimmt gegeben, vf' beliebig), unter Benützung 
des oben abgeleiteten Hilfssatzes (S. 52) analog der Untersuchung 
S. 19fif. in Abhandlung 3 löst. Man hat schliefslich nur: 

153) l = A + A' 

zu setzen, um zu dem Satze VII und den angedeuteten Verall- 
gemeinerungen der Le Royschen Fundamentalfunktionen zu ge- 
langen. 

Auf die Grenzfälle A = oo oder k = ao beziehen sich die Zu- 
sätze zu Via) und VIb) (S. 49—50 dieser Abhandlung), so dass 
wohl die wichtigsten auf die verallgemeinerte dritte Randwert- 
aufgabe bezüglichen Fragen ihre Antwort gefunden haben. 

-^- 
•■ 

*) Über die bei der Wahl von J noch anzuwendende Vorsicht vgl. 
Zaremba, Krak. Anz. 1901, S. 122. 



152) 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 



7? 



7? 



T) 



Berichtigungen. 

Abhandlungen zur Potentialtheorie 3. 

Seite 5, Zeile 4 von oben, lies Vj statt V. 

17, Zeile 3 und 5 von oben, lies ( — xp) ^^ statt W~J^' 

21, Zeile 4 von unten, ist statt der Gleichung 36) zu schreiben: 
36a) /Jo + Ax + /y2x2 + ... + |?pxP = 0, 

resp. die Gleichung: 

36b) /$?oXP+/JiXP-^ + /J2xP-2 + ...+/9^ = 0. 
22 letzte Formel und Seite 23 erste Formel lies: 

Cy'^ (X2 + Y2) d(o statt r(X2 + Y2) d«. 

22, Zeile 13 von oben, Zeile 10 und 2 von unten, sowie 
Seite 23, Zeile 8 von oben und 11 von unten, lies 36b) 
statt 36). 

- 30, Zeile 4 und 6 von oben, lies (Max.a)^)^ statt ,,. '^>. » 

31 und 32 im Nenner des ersten Bruches in Formel 69) 

und 71) lies \{ statt (p'^{. 

42, in Formel 93), lies Aj statt X. 

47, Zeile 1 von unten, lies Innen- und Aufsenraumes statt 
Innenraumes. 

47, am Schlüsse des § 1 einzuschalten: Wir setzen in 
diesem Abschnitt über die Funktion (p die Bedingung 
voraus, dass für zwei beliebige Punkte (Xi y^ zj und 
(x2y2Z2) in genügend kleiner Entfernung ri2: 

abs.[y(x2y2Z2)-9)(xiyiZi)]< A.rigi-^^ ^^^ 'j . 

49, in Formel 110), lies X statt Xy 

49, in Formel 114), in den 3 ersten Formeln S. 50 und 



•n 






7) 



r 2 
der ersten Formel 51), lies -^ statt rp^. 

50, in der ersten Formel stets < statt ^. 



/ 1 \2J 

„ pO, in der dritten Formel f|— 1 statt Lp^J. 
Die Anmerkungen Seite54 und 55 gellen nur für den Specialfall 9^=1, 
« = 1; die in den Fällen \(p^YA(a^O resp. \(p^\]A(a^(} 

CO CO 

den Ent Wickelungen 127) resp. 135) hinzuzufugenden 
Konstanten sind: 



CO (ü 

resp. + 



Udcö 



ly-dö) \y' 



do) 

CO CO 



y^^f "«<y^' 



> 
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Das Becht der Übersetzung in fremde Sprachen wird vorbehalten. 



JJer Satz von Zaremba*), welcher mit seinen Folgerungen 
Gegenstand der vorliegenden Abhandlung sein soll, sagt aus**), 
dass man das Verhältnis der über den Innen- resp. Aufsenraum 
einer stetig gekrümmten Fläche w zu erstreckenden Integrale: 

1 



4mA^hmh 



a 

a 



in denen: 



V =a,Vi+a2V2 + ... + apVp, 
Vj=JHj^, (j = l,2...p) 



CO 



und Hl H2. . . H^ p (abteilungsweise) eindeutige und stetige, linear 
unabhängige Funktionen der Stelle auf « sind, r die Entfernung 
von dft) nach einem variablen Punkte (xyz) des Innen- resp. 
Aufsenraumes vorstellt, durch geeignete Wahl der p Konstanten 
aiac2...ap um so näher an den Wert eins herandrücken kann, 
je gröfser p ist, wie immer man von vornherein H^H^, . ,Hp 
gewählt hat. (I. Abschnitt.) 

Dieser Satz oder vielmehr eine wichtige Modifikation des- 
selben' (S. 25) spielt dieselbe Rolle, welche für die Lösung der 
dritten Randwertaufgabe der Hilfssatz, S. 13, Abhandlungen zur 
Potentialtheorie 3, gespielt hat, für die Lösung des folgenden 
Problemes: 



*) S. Zaremba, sur la th^orie de l'^quation de Laplace et les m^thodes 
de Neumann et de Robin. (Krak. Anz. 1901.) 
**) Die strenge Fassung des Satzes s. S. 18. 

1* 
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Je eine stetige, allgemeine Potentialfunktion*) Ui resp. üa 
des Innen- resp. Anfsenraumes von a> zu konstruieren, so dass: 



**) 8Ua dVi , 

— ^ — = A ' 

cy ov 

U» = Ui; 



8Ua , »Uil 



-2f,l 



. (an co) 



dabei soll f eine gegebene (abteilungsweise) eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle auf «, X eine gegebene (positive oder negative) 
Zahl vorstellen. 

Diese Aufgabe besitzt eine eindeutige Lösung, falls nicht X 
einer für die Fläche w charakteristischen unendlichen Reihe von 
Zahlen 

An ^= J. ) A| A2 • • • Aj • • • 

angehört, deren absolute Werte (mit Ausnahme von io) ^ 1 
sind und mit j unendlich wachsen; [ist 



I' 



f dw = 0, 

CO 

so ist auch der Wert eins aus dieser Zahlenreihe ausgeschlossen]. 
Dagegen existieren für jedes dieser ^j Potentialfunktionen 

<Z>ii <Z>2i ...<2>ji ... 

resp. 

des Innen- resp. Aufsenraumcs von w, welche den Grenz- 
bedingungen genügen: 

dv ~ dp -""''{ dv ~^~W)' 

die sogenannten Fundamentalfunktionen Poincares, wenn 
wir noch die Festsetzung: 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 



an lo. 



**) V sei wie stets die Richtung der inneren Normalen von cu. 



— o 



mt^^'^'^hm] 



di:=l, (|Aj|>l) 



hinzufügen. (IL Abschnitt.) 

In dem III. Abschnitte werden wir uns mit Reihenentwicke- 
lungen nach Poincares Fundamentalfunktionen beschäftigen und 
zu ähnlichen Sätzen, wie in der Theorie der Le Royschen Funda- 
mentalfunktionen (Abhandlung 3) gelangen. 

In dem IV, Abschnitte folgt schliefslich der allgemeine Be- 
weis der Neumann -Robinschen Methoden des arithmetischen 
Mittels für beliebige geschlossene, stetig gekrümmte Flächen c» 
durch eine Kombination der Folgerungen des Satzes von Zaremba 
mit früheren Untersuchungen über diese Methoden von Poincare*), 
W. Stekloff**) und mir***). Die Möglichkeit, mittelst seines 
Theoremes die Methode von Neumann allgemein zu beweisen, hat 
Zaremba bereits in einem Nachtrage zu seiner eingangs erwähnten 
Arbeit angedeutet; die von mir hier gewählte Beweismethode 
schliefst sich unmittelbar an meine früheren Untersuchungen an, 
in dem Beweise des Theoremes von Zaremba folge ich in der 
Hauptsache den scharfsinnigen Untersuchungen seines Entdeckers. 



L Abschnitt. 

Das Theorem yon Zaremba. 

§ 1- 

Zaremba ist durch das Studium der Differentialgleichung: 

z^U-/i2U = 

zu seinem Theorem geführt worden; diese Differentialgleichung 
bildet einen speziellen Fall der in Abhandlung 4 untersuchten 
Differentialgleichung : 

*) Poincare, acta math. 1895. 

**) W. Stekloff (C. R. 1899, 1900, Ann. de Toul. 1900). 
***) A. Korn (Lehrbuch der Potentialtheorie 1899, C. R. 1900, Abhand- 
lungen zur Potentialtheorie 1). 
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und wir können aus jenen Untersuchungen das folgende wichtige 
Resultat (Abhandlung 4, S. 49) übernehmen: 

Hilfssatz 1. Es lässt sich stets eine und nur eine 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige 
Funktion v des Innen-(Aufsen-*)raumes einer stetig ge- 
krümmten, geschlossenen Fläche w konstruieren, welche 
in jenem Räume die Differentialgleichung: 

1) JY-'fi^y = 

und an der Oberfläche w die Grenzbedingung erfüllt: 

2) v = V; 

dabei ist fi eine beliebig gegebene, reelle Zahl und V 
eine beliebig gegebene, eindeutige und stet ige Funktion 
der Stelle auf «, welche nur durch die Bedingung be- 
schränkt ist, dass 



I 



r^ 



Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes sein soll. 



*) Wir haben in Abhandlung 4 den Satz zwar nur für Innengebiete 
bewiesen, doch lassen sich für Aufsenräume leicht völlig analoge Unter- 
suchungen durchführen. Man führt dieselben am einfachsten auf die 
früheren Untersuchungen mit Hilfe der Methode der reciproken Radien 
zurück (Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 343), da bei einer Trans- 
formation von den rj 6i y^ auf die r,'6i'«3ri' die Differentialgleichung: 

in die folgende: 

/ V \ /u- V 



r, - r 



. = 



übergeht. Man hat dann — was leicht gelingt — den Hilfssatz 2 in Ab- 
handlung 4 noch dahin zu erweitern, dass bei geeigneter Wahl von 
«1 «2 . • • '^p der Quotient 



f..- 



dr 



^jL)\(l^)\(^iyu^, 



dxJ^KdyJ^Kdz) 



] 



mit wachsendem p ganz unabhängig von den Funktionen f i f g . . . f _ zu 
null konvergiert, nicht blofs, wenn (p^ im Innenraum von w überall endlich 
ist, sondern auch dann noch, wenn ff-i\'- endlich ist und r,' den Abstand 
des variablen Punktes von einem festen Punkte innerhalb w vorstellt. 
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Zusatz. Das vorstehende Existenztheorem gilt auch 
dann noch, wenn nur die normalen Ableitungen von 



I 



Cr) 



,j cos (r j^) , 

V rj — ^d« 



an CO (abteilungsweise)*) eindeutig und stetig und zu 
beiden Seiten von « gleich sind, ohne jegliche Voraus- 
setzungen über die tangentialen Ableitungen; es werden 
dann aber auch sämtliche erste Ableitungeii von v nur 
eindeutig und stetig sein, solange man sich in endlicher, 
im übrigen beliebig kleiner Entfernung von «0 hält, doch 
besitzt V immer noch (abteilungsweise)*) eindeutige und 
stetige normale Ableitungen an «. 

Zur Ableitung dieses Satzes (mit seinem Zusätze) kann man 
sich noch einer ganz anderen Methode, als der in Abhandlung 4 
eingeschlagenen, bedienen, indem man in genau derselben Weise, 
wie man die Lehre von der Differentialgleichung: 

auf das partikuläre Integral: 



aufbaut, die partikulären Integrale 



e' 



r 
für den Aufbau einer Lehre von der Differentialgleichung: 

JU + kU = 

verwertet. Schritt für Schritt wird man zu jedem Satze der 
Potentialtheorie ein Analogon bilden können, und das obige 
Existenztheorem für den Fall 

wird das Analogon zu dem Theorem der Existenz einer Lösung 
des Dirichletschen Problems darstellen. Wir brauchen diesen 



*) Oder auch nur im allgemeinen eindeutig und stetig. 
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etwas umständlichen Weg nicht zurückzulegen, da wir das obige 
Resultat bereits auf andere Weise bewiesen haben, indessen 
müssen wir zum Beweise des Zarembaschen Satzes doch einige 
dieser Analoga herausgreifen und wollen uns für diese einfache 
Beweise zurechtlegen. 

§2. 
Wir beschäftigen uns zunächst mit dem verallgemeinerten 
Flächenpotential: 

3) V(xyz)=j^^^'d(«, 

CO 

in welchem H eine (abteilungsweise) eindeutige und stetige Funk- 
tion der Stelle (? fi C) auf « und r die Entfernung eines variabeln 
Punktes (x y z) des Innen-(Aufsen)raumes von d« vorstellt, ^i 
eine beliebige, fest gegebene positive Zahl. 

Da Q-^^ stets < 1, so folgt aus dem Satze über die Stetig- 
keit eines gewöhnlichen Flächenpotentiales (Va S. 40, Lehrbuch 
der Potentialtheorie, Bd. I) unmittelbar: 

Hilfssatz 2a). Das verallgemeinerte Flächenpotential 
3) ist im ganzen Räume eindeutig und stetig. 

Das Analogon zu dem Satze über die Stetigkeitseigenschaften 
eines Potentials einer Doppelbelegung lautet: 

Hilfssatz 2b). Das Integral: 

C 9 /e~ ^^ 
4) W(xyz)=-\x — f-^jcos(n')da), 

in dem x eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle 
(5^0 ^^^ d«, V die innere Normale von da> und r die 
Entfernung und Richtung: 

dco — >- (x y z) 

vorstellt, ist eine eindeutige und stetige Funktion des 
Innenraumes von <» sowohl, als auch des Aufsenraumes. 
Bei dem Durchgange durch co wird dagegen W einen 
Sprung erleiden, und zwar gilt für diesen Sprung die 
Gleichung: 

5) Wa-Wi = -47rx, 

bei den in der Potentialtheorie üblichen Bezeichnungen. 
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Der Beweis folgt, da: 

mit Rücksicht darauf, dass bei Annahme des variabeln Punktes 
(x y z) in genügender Nähe eines Punktes (? fj C) von « ein end- 
liches Stück «1 von cö abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen 
(?iyC) liegt, von solcher Beschafifenheit, dass jedes: 

wobei € um so kleiner ist, je kleiner die Dimensionen von Wi 
sind. Die von cö — (0, herrührenden Teile des Integrals W bleiben 
bei dem Durchgang durch die Fläche in (5 ^y stetig, der von «j 
herrührende Teil macht mit Rücksicht auf den Satz (IV b, S. 36, 
Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I) über die Unstetigkeit des 
Potentiales einer Doppelbelegung den Sprung: 

wobei E durch Verkleinerung der Dimensionen von w^ unter jeden 
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Hilfssatz 2c). Das verallgemeinerte Flächenpoten- 
tial 3) besitzt an der Fläche « (abteilungsweise)*) ein- 
deutige und stetige Ableitungen, die jedoch zu beiden 
Seiten der Fläche im allgemeinen nicht übereinstimmen; 
vielmehr ist bei der in der Potentialtheorie üblichen 
Bezeichnung: 



6) 



ev 

dy 


a 


8v 
dy 



= + 4tnH. 



Es folgt dies aus dem Hilfssatz 2b) genau in derselben 
Weise**), wie der analoge Satz in der Potentialtheorie aus dem 
Satz über die Sprünge der Potentiale von Doppelbelegungen. 

Hilfssatz 2d). Die normalen Ableitungen des ver- 
allgemeinerten Flächenpotentials 3) auf der Fläche 
selbst: 



7) 



ßv 



-2 l 



8v 



I + 



8v 
dy 



;1J 



*) Bei völlig strenger Ausdrucksweise ist für „abteilungsweise" zu 
setzen „im allgemeinen". 

**) Vgl. S. 75, Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I. 
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erfüllen die Ungleichung: 

8) abs. ^- ^ — '- — abs. Max. U^ 

wo A eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche« 

abhängende (von H und fi ganz unabhängige) Konstante 

vorstellt, falls: 

9) ji*> m 

und m wiederum eine endliche, lediglich von der Gestalt 
der Fläche w abhängende (von H und jtt ganz unab- 
hängige) Zahl vorstellt. 

Wir zerlegen zum Beweise die Fläche w in zwei Teile durch 
Abtrennung eines Flächenstückes (»2, welches einen von vorn- 
herein beliebig auf der Fläche or markierten Punkt (?o Vo ^0) ^^^'' 
hält und klein genug ist, so dass 

cos (r^o) = T<p (<p endlich auf «2) 

gesetzt werden kann, wenn Vq die innere Normale in (So^o^o) 
und r die Entfernung und Richtung von irgend einem Punkte 
(? V ^) ^^s Flächenstückes «g — y (?o Vo fo) repräsentiert. Dann 
ist, wenn wir den Teil von v, welcher von (»2 herrührt, mit Vg, 
den übrigen mit v, bezeichnen: 

I gy re"**"^ 

10a) abs. \^— <: a • abs. Max. H • \ (iiv + 1) d«, 



«2 



ferner mit Rücksicht auf 



I gy I D 

10b) abs. I ^— < — • abs. Max. H, 



dpQ 



o> 



/«^ 



bei genügend grofsem /a, wenn a und ß zwei endliche, lediglich 
von der Gestalt der Fläche « abhängende (von H und (a ganz 
unabhängige) Konstanten vorstellen. 

Wir denken uns nun im Punkte (Sq tjq ^q) die Tangential- 
ebene von ö) (man vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, 
Fig. 33, S. 68) und in derselben um ($0 Vo ^0) als Centrum einen 
Kreis mit dem Radius R. Wir können stets einen genügend 
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kleinen Radius R wählen, so dass jedes Lot der Ebene in einem 
Punkte dieser Kreisfläche die Fläche (0 nur in einem Punkte 
schneidet, wenn man die Länge dieser Lote gleichfalls kleiner 
als eine genügend kleine Länge wählt. Wir wählen jetzt als «g 
das Flächenstück, welches aus (0 durch den in dem Kreise (R) 
lotrechten Cylinder ausgeschnitten wird. Es ist dann: 



j 



— d« <c endl. Konst. \ do, 

r .IQ 



«2 (R) 

wenn wir mit q die Entfernung des Fufspunktes des von (5 fj C) 
auf die Ebene gefällten Lotes von (5o Vo ^0)1 ^^^ ^o die Projektion 
des Elementes dw auf dieselbe Ebene bezeichnen, denn es ist 

einzeln: 

dö) < endl. Konst. do, 



es folgt somit, da: 



r Q 

R 



l^ -do = 27rle-i^Pd^, 
(R) ^ Ö 






11) f— 'da>^-^ 
«2 



wo y wieder eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche « 
abhängende (von H und (i ganz unabhängige) Konstante vorstellt. 
Endlich .gilt für jedes beliebige, stetig gekrümmte Flächenstück «g 
mit der Randkurve g die Identität*): 



*) Zur Verifikation dieser Identität hat man in dem Stokesschem 
Theorem (Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 12) nur 

U = e~ '^^ { cos (ry) cos (rz) — cos (rz) cos (vy) } , 
V = e~ '^^ { cos (rz) cos (»'x) — cos (rx) cos (vz) } , 
W = e~ '^^ { cos (rx) cos (vy) — cos (ry) cos (rx) } 
zu setzen. 
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/* \ e~ f^^dft) ~ ~ \ [cos (gx) { cos (ry) cos (vz) cos (rz) cos (vj) } 



(ö, 



+cos(cy) {cos(rz) cos(vx) — cos(rx) cos(vz)} 

+ cos (gz) { cos (rx) cos (vy) — cos (ry) cos (px) |] e- f^'^dg 



+ 



e-M-r 



-4-e-i^'^ 



cos (rv) [g^ (cos (»Tc)) + g- (cos (»-y)) 



+ 



(cos (l'Z)) I 



+ 



i"r + 1 - 



e-i"'cos^(ri') dw; 



] 



8^ ^ '/j r 

da, sobald der variable Punkt (xyz) in (Sq^oQ l'^g^» für (02: 

cos (ri^) = r 'ip, 
wo ^ eine endliche Gröfse vorstellt, und e-'*"' sowohl kleiner als 
— , als auch kleiner als -rr« ist, so folgt aus dieser Formel unter 

gleichzeitiger Berücksichtigung von 11): 

12) fi\e-^^dco^- , 

«2 

wo r wiederum eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche cd 
abhängende (von H und fi ganz unabhängige) Konstante vorstellt. 
Die Formeln 10), 11), 12) ergeben nunmehr die Behauptung. 
Zusatz*). Es bestehen die Formeln: 

3^1 ^27rfl+-)abs.Max.Ä, 



13) 



abs. 



abs. 



ov 

dp 



^ 27r f 1 + -Vabs.Max. £r, 

a \ f^/ 



wo nach wie vor A eine endliche, lediglich von der Ge- 
stalt der Fläche « abhängende (von H und ^ ganz un- 
abhängige) Konstante vorstellt und falls 



(m wiederum eine endliche, lediglich von der Gestalt der' 
Fläche (o abhängende Zahl). 

Dies folgt durch Kombination der Formeln 6), 7), 8). 



*) Man vgl. Zaremba, Krak. Anz. 1901, S. 177. 
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§ 3. 

Hilfssatz 3. Bezeichnet V das verallgemeinerte 
Flächenpotential 3), und setzt man: 



h-j[(£)'+(l7 



14) 



r+(s 



t» = 



8v\2 



r-, V O 



OX 



+ 



(öyj "^Uz 






a 



so ist: 



15) 



1-- , 1+- 
/* = ti = ft 



1 + 



A^t 



a 



1-^ 



WO A nach wie vor eine endliche, lediglich von der Ge- 
stalt der Fläche 0) abhängende (von H und jtt ganz un- 
abhängige) Konstante vorstellt und falls 



(m wiederum eine endliche, lediglich von der Gestalt der 
Fläche (ö abhängende Zahl). 

Wir bilden zum Beweise successive die Funktionen: 



16) 



=i 



H- dft), 



CO 



Vi = 



1 fl^Vj-i 
47rJ I ov 

CO 



e-(xr 



dw, (j = 1, 2 . . .) 



und die Integrale: 



17) 



tii." = 



ffevj 8vk 8vj 8vk 8vj 8vk "j 



tj'k = 



^a 



-m 



8vk övj 8vk ^ övk 
öx öy 8y öz cz 

övk ^Vj^ övk 8vj ^Vk 
Öx "^ öy "öy ~^ öz" dz "^ 



^2vjVk dr. 



a 
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so dass: 

18) V'^ + taJ'^ = tii'^^-1*), (j, k = 0, 1, 2 . . .) 

wenn man die noch nicht definierten: 

19) tiO.-i = 47rfHvodai, fiJ.-i = tii-^'O (j = 0, 1, 2 . . .) 



0) 



setzt. 



Für k=j + l ergiebt uns die Gleichung 18) die Relation: 

-»^x .•■ rfövi + iövi 8vi4.i9vi öv? . , övi „ 1 , 

•20) V,.=J|_-^^g^ + -i±i^ + -|±i^ + M^v,v,^,Jd. 

• + ^ (j=0, 1, 2...), 

und es folgt mit Hilfe der Ungleichung von Schwarz**): 

[tiJ. J]2 ^ (tjj, j + t^j. j) (tij + 1. j + 1 + tj + ' J + ») 

oder nach 18): 

21a) [tiJ.ip<tiJ-J-'-tiJ.J + '; (j=0, 1, 2...) 

andererseits ist: 

[tiJ.J-»]2^tiJ>JtjJ->'i-i, 

[tiJ.J + i]2^tiJ-JtiJ + >.i + i, (j = l, 2...) 

so dass 21a) und 21b) die Folgerung gestatten: 

22) tj2^tj_,.tj + i, (j = l, 2...) 



21b) 



wenn: 



28) ., . .," = m) 



+ i87J+lär)' +"*"']'"• 



ÖVj\2 / ÖVj 



Nach 22) bilden die Quotienten: 



*) Mit Rücksicht auf: 



t] tg i^ 

Iq ti ^2 



^Vfe — ^'Vk = 



und: 



dy 


a 


a»' 


i 


dy 



[nach 16) und Hilfssatz 2 c S. 9]. 



**) Man vergleiche z. B. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 407, 
Anmerkung 49. 
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eine fortdauernd zunehmende Reihe und haben somit, da nach 
dem Zusatz zu Hilfssatz 2d) S. 12*) die Reihe 

unbedingt konvergent sein muss, falls: 



.<[-- 






1 / A\- 
einen Grenzwert, der <-v-(lH ) sein rauss, so dass: 



24) |i<N|5 

tO 4 ^2 



\hf)'- 



Nach 21a) ist: 



ti2 = V<tj'>.-».ti'>. + >. 



ti"' - ' • Vto • ti , 



somit : 



da ferner nacii 18): 



so folgt: 



25b) ti + ta = tiO.->, 



\ (' + 1) (♦' + '^^ 



oder: 



26 a) 



., '+^ 



ta 



1 



^' 



In Schritt für Schritt analoger Weise folgt, wenn man ar> 
Stelle der Gleichungen 16) zur Bildung der Funktionen Vq v, V2. . . 
die Gleichungen: 



*) Es ist nach demselben: 



abs. 






V 1 H I abs. Max. 

2 V /" 



dy 
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1 f 8vj_i e-f^«- , 
•* 47rJ dy \ r 



09 






ZU gründe legt: 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

§4. 

Hilfssatz 4. Die Funktion v des Innen- und Aufsen- 
raumes von « mit den Randwerten V an «, auf welche 
sich das durch den Hilfssatz 1 (und seinen Zusatz) dar- 
gestellte Existenztheorem bezieht, kann stets in der 
Form: 



27) y={h 



r 

0) 



dargestellt werden, wo H eine (abteilungsweise)*) ein- 
deutige und stetige Funktion der Stelle auf« vorstellt, 
wenn V eine eindeutige und stelige Funktion der Stelle 
auf ö) von solcher Beschaffenheit ist, dass das Integral 



j 



0) 



cos (ri') , 
da) 



r' 



zu beiden Seiten von « einander gleiche, (abteilungs- 
weise)*) eindeutige und stetige normale Ableitungen 
besitzt. 

Wir werden die Behauptung bewiesen haben, wenn wir den 
Beweis der folgenden Formeln (der verallgemeinerten Greenschen 
Formeln) erbracht haben: 



*) Oder im allgemeinen eindeutig und stetig. 
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28 a) 



v= — 



1 n 8v 



4n,) I 8»» 



e-iu- 
1 r 



e-i« (1 + fiT) 



d« + 4^ j V = '^a' ""' cos (ri') d«, 



C0 







47iJ 



dp 



(A 



1 f e-»*f(l- 



(im Innenraume von «); 



28b) 



4rrJ I öi/ 



9v I e-i*f 



dfio 



a 



4.ny 



e-i«(l + |i*r) 



cos (rv) d«», 



u 



m 







-.4.1 



övle-i*'' 



4:71 J \dv\i V 
0) 



I 1 f e'''' 



(1 + ^r) 



cos (rv) d«, 



m 



(im Aufsenraume von <»); 



denn es folgt durch Subtraktion der zweiten Formel 28a) von 
der ersten und durch Subtraktion der zweiten Formel 28 b) von 
der ersten: 

" öv I I övlle-«*^ 



29) V 



~47rj[ 



dv 



a 



dv 



IJ 



dcd. 



60 



Zum Beweise der Formeln 28) bemerken wir, dass wir die 
Formel : 



O) 



wenn U, V zwei Funktionen des Innenraumes von « mit den- 
selben Stetigkeitseigenschaften wie v und Lösungen der Differential- 
gleichungen : 

j\ - H^sv = 
sind, auch so schreiben können: 



»)f(4:-'S)^-=»- 



O) 



Korn, AbhandL 5. 
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Setzen wir nun: 



I 



U = v, 



wo r die Entfernung von d« nach einem Punkt (x y z) aufserhalb 
CO vorstellt, so folgt unmittelbar die zweite Formel 28b), die 
wegen der Stetigkeitseigenschaften der einzelnen Glieder der 
Formel auch noch giltig bleibt, wenn der variable Punkt (xyz) 
unendlich nahe von aufsen an m heranrückt. Der Beweis dieser 
Formel geschieht somit in vollkommener Analogie zu der ent- 
sprechenden Formel der Potentialtheorie (Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. I, S. 189); in gleicher Weise^sind die Beweise der drei 
anderen Formeln den entsprechenden Beweisen in der Potential- 
theorie analog, so dass wir uns mit der Ausführung des einen 
Beweises hier begnügen durften. 

§5. 

Wir können nunmehr zu dem Beweise des Satzes von Zaremba 
übergehen: 

la) Ist« eine beliebige, stetig gekrümmte geschlossene 
Fläche, und bildet man mit dem Flächenpotentiale: 

32) V =aiVi+a2V2 + ... + apVp, 

33) V3=j^j^, (j = l,2...p) 

in dem Hi H^. » . H^ p gegebene (abteilungsweise) eindeu- 
tige und stetige Funktionen der Stelle auf «, «i «2 . . . «p 
Konstanten sind, die Integrale: 



34) 






8V\2" 



dr, 



8V\2 /8V\2 /ÖV\2" 



dr. 



a 



so kann man bei genügend grofsem p durch geeignete 
Wahl der Konstanten «i «g . . . «p stets erreichen, dass: 
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35) , 



l + L, 



<J'-^1 + Lp, 



a 



wenn: 



36) Lp = - 



j/(p-ir^ 

und c^ eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
ö) abhängende (von den Funktionen H^H2,..H^ ganz 
unabhängige) Konstante vorstellt. 
In der That, sei 

37) v=JH- 

0) 



A(A 



die nach Hilfssatz 4 in dieser Form konstruierbare Lösung der 
Differentialgleichung : 

38) Jw-iiH = 

im Innen- und Aufsenraume mit den Randwerten: 

39) V = V an «, 
und setzen wir: 



40) 






.::\\i'iUii:U 



dyj \dz/ 



d'x) +Uyj +i^ 



+ 



fi'^Y^ dr, 



so ist, wenn wir in diesen Definitionsgleichungen von ti und t» von 

der Identität 

V = V + (v - V) 

Gebrauch machen, auch: 

ti=Ti +^^I -Ri, 

ta=Ta+/^2^-Ra, 



41) 



wo: 



42) 



i 



.Jv", 



a 



9* 
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und: 



h 4[! 



8(y - V ) 
8x 



[ 



+ 



8(v — 



-'M 



a(v-V)) 



+ ^2(V_V)2ld», 



= -(iHV(v-V)At*), 



43) 



«■=I{^1 



2 



l 8y J 



8(v_V)]2 fe(v-V)1 



8z 



2 



+ ^2(V-V)2ldT, 



a 



= _^2rv(v-V)di*). 



Wir haben bei der Bildung der Formeln 41) nur zu be- 
rücksichtigen, dass die doppelten Produkte: 

8(v_V) ÖV ö(v — V) öV . d{Y — W) ÖV 



4[ 

i(a) 



8x 8x 



+ 



8z 8z 



+ ,t2V(v-V) 



Idc 



8y 8y ' 

= 2|a2rv(v_V)dr = -2Ri(a). 
i(a) 
Aus 43) folgt nun mit Hilfe der Schwarzsehen Ungleichung:**) 

Ri2 ^ (u* /("(v - V)2 dt ^ i[*2/Ri, 



R 2 



a 



/it*^r(v-V)2dt^|tt^^R 



a^ 



somit: 



44) 






Wir können daher aus 41) folgern: 

45) f^i-'^'^^Ti^ti, 



*) Nach einer Greenschen Umformung, da 

— (v — V)J(v — V) = — ^«v(v — V). 
) Vgl. S. 14, Anm. 2. 



«s? 
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somit: 



_ti^ 
46) { ta 



1 + /^'^ 



Ta 



rA'^'"r.. 



T, 



Nun ist nach Hilfssatz 3: 



47) 



1-^ 



1 + - 



A"^ta 



t 1+- 

ti = ^ 



(A endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche « abhängende 
Konstante) und nach Satz I, Abhandlungen zur Potentialtheorie 4, 
kann man bei genügend grofsem p durch geeignete Wahl von 
«1 «2 • • • ^P stets erreichen, dass: 



48) ' 



I = d 



2 



1'i i/(p-iy^ 



'^'^ }/(p - 1)2 



*) Wir haben in Abhandlung 4 nur die erste Formel bewiesen; zum Be- 
weise der zweiten haben wir zu bemerken, dass Vi Vj . . . Vp Potentialfunktio- 
nen des Aufsenraumes t^^ jeder m umschliefsenden Kugelfläche (R) sind. Durch 
m^ für «j «2 ... % lineare Gleichungen kann man erreichen, dass in der 
Entwickelung von V nach Kugelfunktionen auf jener Kugelfläche die ersten 
m Glieder verschwinden, somit (analog S. 8 Abh. 4): 






a 



VMt 



R=* 



JI(S)-+(f)"-(S)>- 



(2m — l)(m + l)' 



a 



ferner durch m^ für a^ «2 • • • ^^ lineare Gleichungen, dass derselbe Quotient 
für den zwischen w und (R) liegenden Raum 

= endl.Konst. 



V 



m^ 



wird) Abhandlung 4, Beweis von Hilfssatz 2, S. 15 — 16). Wir gelangen daher 
zu der obigen Formel, wenn wir: 

2m2 + l = p 

machen resp. m^ in derselben Weise wie p wachsen lassen. 
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(a^ wiederum eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche 
«0 abhängende Konstante); es folgt somit bei genügend grofsem 
p und geeignet gewählten ofi ofj . . . «p*. 



49) 



1-^ 



oV« 



1 + - l + r 

'* V'(p - 1)« 



1\ 



1+^ 

^ 



1 + i 



a'-'ju^ 



^(p-l)^ 



Man braucht hier nur noch: 



50) fi = \^(p-l)^ 
zu setzen, um zur Behauptung zu gelangen. 



§6. 

Die Untersuchungen der folgenden Abschnitte werden sich 
auf eine Modifikation des Zarembaschen Satzes stützen, deren 
Ableitung nach dem vorstehenden Beweise ohne besondere Schwie- 
rigkeit sein wird: Wir können zunächst, wenn wir: 



51) 



^ 47rJ\ dl/ cp I V 



O) 



w„ = 



4?rJ\ ov cv I V 



setzen und: 



52) 



a{i) 



a(i) 



dr 



definieren, durch geeignete Wahl von a, «g • • • «p bei genügend 
grofsem p gleichzeitig erreichen, dass: 



53) 
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1 ='^>'51+^p, 



1 =%i 



^l+-^p, 



2a 



wo: 



54) ^p = 7r-^ 



>/(p - 1)*- 

und C^ eine endliche (lediglich von der Gestalt der Fläche (o ab- 
hängende) Konstante vorstellt, für ganz beliebige ^, Ä die nur 
der Bedingung: 

genügen, und unter der Voraussetzung, dass die Funktionen: 

00 

bei ganz beliebigen «^ «g • • * ^p linear unabhängig sind. 

Der Beweis ist mit dem Beweis von la) völlig identisch, und 
es ist nur zu bemerken, dass wir 



CWiMr fWg^dr 



1 



Tu Tsi 

und: 

Cw^s dr l Wg^ dr 

a a 

Tia T.2a 

gleichzeitig bei genügend grofsem p durch geeignete Wahl von 

«1 «2 ' • ' "p 

z= 31^ (31^ endliche, lediglich von der Gestalt 
1/^ ' der Fläche co abhängende Konstante) 
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machen können, bei ganz beliebigen^, Ä, die nur der Bedingung: 

genügen.*) 

Die Formeln 53) gestatten uns nun (analog der Betrachtung, 
Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I, S. 256 — 259) einen wichtigen 
Schlufs: 

Setzen wir: 



^> --rS 



55) 



8Va 8Vi\dw 
dtf ö»» / r ' 



CO 



56) 



i(a) 
T 



i(a) 



8V8V' 8V8V' 8VSV' , , 



6x 8x 8y 8y 8z 8z 



so ist: 



57) 



Tii(a) = ^^Ti(a) + 2AB Ti(a) + -ß2T'i(a) , 
T2i(a)= ^^Ti(a)— 2^ÄTi(a) + Ä2T'i(a;, 



und es folgt aus 53): 



*) Wir brauchen den Beweis S. 15—16, Abhandlungen zur Potential- 
theorie 4, nur dahin zu modiiizieren, dass wir den Innenraum von ai anstatt 

in p Räume Tj in -^ — 1 (bei geradem p) resp. - — ^^ — (bei ungeradem p) Räume 

T. zerlegen und die «ja^...« den Gleichungen: 






W, dr = 0, 



Wg dr = 0, 



«1^ -h «2*^ H • + «p* = 1 



unterwerfen, dann folgt die obige Behauptung für den Innenraum von o) 
und mit Hilfe einer analogen Betrachtung für den Aufsenraum. 
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58) 



Durch Addition dieser beiden Ungleichungen folgt: 
^K ^^2^ (T, + Ti) + 2AB l±^ (T, - Ti) 



l+A 



l+A 



+ B^ 



oder, da*): 
auch: 



ra-Ti = Ta' + Ti', 



(Ta' + T,') > 0, 



^"^p (Ti + Ta) + [2AB(2 + ^p) + B^^p] (Tj' + Ta') > 0. 
Diese Ungleichung kann für beliebige ^ B nur bestehen, wenn: 

(2 + ^p)2 (Ti' + Ta')2 ^ ^p2(Ti + Ta) (Ti' + Ta'), 



es folgt somit: 



59) 



Ti' + Ta' = ^p^ 



T, + Ta ^(2 + ^p)2 



Wir sind damit zu dem folgenden Resultat gelangt: 
Ib) Definieren wir V in derselben Weise, wie in 
Satz la), ferner: 



-i^K 



öv dv ) V 



0) 



T' fr/8V'\2 /8VY_^/»V'\^ 



i(a) 



dr 



*) Mit Rücksicht auf: 



9j/ Öj' Öj' Öj' * 
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und setzen voraus, dass die Funktionen: 

V und V 

bei ganz beliebigen a, «2...«p linear unabhängig sind, 
so können wir bei genügend grofsem p durch geeignete 
Wahl von «j «j . . . «p stets erreichen, dass: 



T ' 4- T ' 
60) ^' + ^' = 



B2 



Dabei bedeutet B^ eine endliciie, lediglich von der 
Gestalt der Fläche « abhängende, von den Funktionen 
fTi JE/g . . . Äp gänzlich unabhängige Konstante. 



IL Abschnitt. 
Die Poincar^schen Fnndamentalfunktionen. 

§ 1- 

Wir gehen jetzt zur Lösung des in der Einleitung gestellten 
Problemes über: 

Gegeben ist eine beliebige, stetig gekrümmte Fläche 
cö und eine auf« (abteilungsweise) eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle f. 

Es soll je eine stetige, allgemeine Potentialfunktion*) 
Ui des Innenraumes und Ua des Aufsenraumes von « so 
gefunden werden, dass 



f öüa öUi 



61) 



^v 



-^=M 



aUa , 8Ui 

+ 



Ua = Ui 



^V 



}-2f. 



an eo (A eine gegebene, reelle Zahl). 

Wir bilden successive die folgenden Funktionen (die Robin- 
sche Reihe): 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 



an w. 



•Ji 






62) 



€0 



«-if 



0) 



eSßj-... , 83ij_ 



81/ 



8. J r ' 



= 1.2...): 



dann bestehen die Formeln: 



f öSBo.. »SSai 



63 a) 



8*' 
8v 



a 






i ^- — U 



CP 



Oh^ 



-1,2...), 



' an 03. 



Wäre 



63b) S8ja = «ii, (j =0,1,2...) 



\\m -V — = lim 



J=oo 



C^f 



J = oo 



C|/ 



= 



und 



3Jo + -?v «1 + -?^' 33 + . . . + ;J 93j + . . . 

eine sielige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- und Aufsen- 
raumes von « mit (abteilungsvveise) eindeutigen und steligen 
Ableitungen an w, so würde diese Funktion die Lösung der 
Aufgabe darstellen; denn es folgen in diesem Falle die Grenz- 
bedingungen 61) durch Addition der Formeln 63 a) resp. der 
Formeln 63b), wenn man dieselben vorher noch resp. mit 
/i (j = 0, 1, 2 . . .) multipliziert. Es ist von vornherein zu erwarten, 
dass sich diese Konvergenzbeweise führen lassen, solange |^| 
unter einer bestimmten, endlichen Grenze bleibt; wir wollen in- 
dessen das Problem wieder mit Hilfe der Poincareschen Methoden 
in seiner ganzen Allgemeinheit angreifen und uns zunächst einige 
Eigenschaften der Funktionsreihe $8o 3?i 952 • • • S3j . . . zurechtlegen, 
die uns später von Nutzen sein werden. 

§2. 

Wir wollen die Voraussetzung machen, es bestehe zwischen 
den p + 1 Funktionen: 

sSoSSias^.-.sSp-iSSp 

im Innen- und Aufsenraume eine Relation: 



64)r ßo^o + ßi%+ß2^, + -' + ßp^v = 0, 
wo /?o A i^2 • • • ßv reelle Konstanten vorstellen, welche der Gleichung: 

65) ßo^ + ß,' + ß2' + '- + ßp'=^ 

genügen, und wo p eine endliche ganze Zahl vorstellt. Wir 
werden zusehen, zu welchen Konsequenzen dies für die Funktion f 
führen muss. Wir wollen zuerst zeigen, dass man aus 64) stets 
eine Relation 

66) ro»ö + riSi + r2»2 + --- + rp-i«p-i = 

ableiten kann, wo ro^i /2 • • • ^p-i reelle Konstanten vorstellen, 
welche der Gleichung: 

67) ro' + ri' + r2' + '" + r^',^ = ^ 

genügen, in folgenden drei Fällen: 

1. Wenn die Gleichung 

68) /JoXP + AxP-i + /92xP-2 + ...+/Jp = 

eine imaginäre Wurzel 

Xi + i Xg (Xa =1= 0) 
besitzt; 

2. wenn diese Gleichung eine Wurzel mit einem absoluten 
Wert < 1 besitzt; 

3. wenn diese Gleichung eine Doppelwurzel mit absolutem 
Wert > 1 hat. 

In der That, berechnen wir die p + 2 Konstanten 
^0 ^1 • • • ^p — 1 ^ X so, dass : 

a/o = ßoi 
a/i ^ßi + ax/o, 
ar2 = /^2 + axr„ 

69) 

a^p-i =/Jp_i + axrp_2, a4=0 

= /Jp +ax^p_i, 

was auf p Weisen möglich ist, entsprechend den p Wurzeln 
der Gleichung 68)*), so folgt aus 64): 



*) Es folgt in der That durch Elimination von ayo» ayn • * '^'^p _i 
aus den p + 1 ersten Gleichungen 69) für x die Gleichung 68), und ent- 
sprechend jeder Wurzel ergiebt sich aus 69) je ein Wertsystem ayo^i • • • ^p _ i- 
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70a) 



|8SSoa , 8Soi 

^0 [ 8v + 8v 






+ 



= x[.o 



+ >'p-l[ 



8Sp-i,a , öaSp-1,1 



8v 



+ 



e»» 



'] 



(ÖSßla , ÖSiil 



1 dv 



+ 



%v 



+ 



(I 
+ rp-i{ 



8«pa , »SSpi 



8^ 



+ 



lv\ 



oder nach 63 a): 



70b) 



|833ia egal 

^0 l av 8v 



+ yi 



8«2a 8SS21I 



^v 



8v 



H hrp-r 



e«pa Pä^pQ 






8«2a . SS« 



Iv 



+ 



ev 



} 



+ 



+ /'p-i| 



(Ö5ßpa , Ö« 



+ 



??}] 



8»» Bv 
Hat die Gleichung 68) eine imaginäre Wurzel: 

X = Xi+iX2 (X24=0) 

und setzen wir: 

roSSi+n»2 + "- + yp-i«p = x + iY, 

so folgt, wenn wir 70b) mit (X — iY)(xi — ixj) multiplizieren und 
über w integrieren: 



(Xi-ixj)! - 

i+a 



o(X-iY) Ö(X + iY) , 8(X-iY) 8(X + iY) 

— H — 



8x 



8x 



+ 



8y 8y 

8(X-iY) 8(X + 



= (X,^ + Xj2) 



j(X-iY)[ 



öz 



8(Xa + iYa) , 8(X 



^v 



+ 






CO 



somit, falls X2 + O, da die rechte Seite reell ist: 

2 /;^V\2 /öY\*^ 



sm-^'k^^ihm 



+'ifr+i-8z-j 



i + a 
oder: 



dT==0, 



X = Y = 0, 
71) )'o«i+ri«2 + ---+>'p-ia3p = 0, 



*) Nach einer Greenschen Umformung. 



— 30 



und hieraus sofort: 

Hat die Gleichung 68) eine reelle Wurzel mit einem absoluten 
Werte <: 1 : 



X = 



1 —V 5 

1 Xq 



(Xo' + O) 



1 + Xo^ ' 

so folgt aus 70b), wenn wir mit 
multiplizieren und über « integrieren: 



4{ 



8Z\2 /8Z\2 , /oZ\2' 
8xj HSf) +l8TJ 



<-I(ll)'+(l'-'- 



a 



1 



r 



ÖZ\2" 

öz 



dT=0 



und hieraus wieder 71) und 72), da links eine Summe von lauter 
positiven Gliedern steht. 

Hat schliefslich die Gleichung 68) eine reelle Doppelwurzel 

73) x = x, 

so können wir die p Konstanten do^i'«-^p-2b so bestimmen, 
dass sie zusammen mit x die Gleichungen erfüllen: 

brf2 = r2 + bx(Ji, 
74) 

bdp_2 = rp-2 + bx(Jp_3, b 4= 

= ;'p_i + bxrfp_2, 

und wir können die Gleichung 64) in der Form schreiben: 

75) F-2xFi+x2F2 = 0, 



wenn : 



76) 



F = do»o + ^1 ®i + • • • + <^p-2aSp-2, 



Fi=i^. 



4 TT 



öFa . öFi 1 d« 



O) 



in] 



F, = ^ 



dy 

8Fia 



+ 



H 



+ 



8)^ I r 

8Fi i] dw 
8)/ J r 



m 
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Wir multiplizieren die aus 75) folgende Relation: 

ÖFa_8F\_2-/8F,a 8F,i\ , -, /8F,a , öFn' 



+ X' 



(^ 



+ 



dv dt> \ dt> dy J ' " \ dy ' dy 

mit F und integrieren über m, dann ergiebt sich: 



= 



I 



(0 



F 



f8Fa 8Fil 



dy dy 



-2iP,&-|^)+^.P, 



f8i2a_8F,il 
dp dv 



da) = 



oder: 



I 



8(F-xF.) f , I 8(F - X F.) 



8x 



f f 8(F-xF,) 



+ 






8z 



di: = 0, 



i + a 

somit: 

77) F-xFj=0, 

und das ist eine Gleichung von der Form: 

nsSo + r, ^^, + . . . + rp_ , «p-, = 0, 

wobei man die F^r^. . .r^_i noch der Bedingung: 

unterwerfen kann. 

Wir sind damit zu dem Resultat gelangt, dass man eine 
Gleichung von der Form: 

stets auf eine Gleichung: 

78) yo«o + /i«. +--- + >'m«m=0, (m^p) 

reduzieren kann, wo die y^y^ . . .ym reelle Konstanten vorstellen, 
die der Gleichung: 

genügen und so beschaffen sind, dass die Gleichung*): 

80) )'o + >'iX + y2x' + --- + rmX'° = 
m reelle Wurzeln mit absoluten Werten < 1 besitzt. 



*) Die Wurzeln der Gleichung 80) sind die reciproken Werte der 
Wurzeln der Gleichung: 

}'oX" + yixm-i4-... + yjjj =0. 
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Bezeichnen wir mit x,X2...Xni diese m Wurzeln, so ist, da 
eine Doppel wurzel nicht existiert, die Determinante: 



1 1 

Xi Xj 
X,2 Xj^ 




...1 

1 • • Xm 

T 2 
• • • Am 


Xi°»-i Xa™- 


-1 


Y m — 1 
> • • Am 



4=0, 



und wir können somit mit Hilfe der m Gleichungen: 



81) 



«2 






+ X2U2 + 

+ X,2U2 + 



~r Xm Um» 
-f- Xm U my 



aSm-l = Xi^-lUi + X.^-lUs, -I + Xm^-^U; 



m 



die Funktionen UiU2...Um linear durch die SJo^Si . . . 93m-i defi- 
nieren. Aus 81) und 78) folgt nun, da XjXg . . . Xm die Gleichung 80) 
erfüllen, auch: 



SB^ = Xi°^Ui + X2°^U2 -I + Xm°^U 



mt 



SO dass wir UiU2...Um anstatt durch die Gleichungen 81) auch 
durch die folgenden Gleichungen definieren können: 

82) aSj = XiJUi+X2JU2 + ...+XmJUm, (j = l,2...m). 



Nun folgt aus 82) und 63): 



83) 



8SBj_,,a . 8SBj-u .röUia 



dv 



dv 



dv J 



+ XmJ 



ÖU 



ma 



0U 



{ dv 



tJUail 
dv J 



+• 



mi 



ÖV 



Zv 



, (j = 1, 2 . . . m) 



und aus 81): 



84) 



8a3j_i.a_^8«j_,,, 



8v 



Sv 



.'-|^*+S+^'-'{ 



0Ü,. . 8Ü«1 



Si 



+■ 



+ XmJ 



öir + ^'Ö = l'2...m), 



somit: 
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85) 



= Xii- 



+ xJ- 



8Ü1, 8U,i' 
dy dp 

8U2a SU, 



8üla , 8ü,i 
dp 



+ 



m 



+ xj-^lx 






dv 

'ÖUma 



ÖU2a . ÖU2i 
-T 



dv 
ÖU 



öj/ 



+ 



ma 



+ 



)1 



dp dv ) \ dp 

(j = 1, 2 . . . m). 

Das sind m lineare, homogene Gleichungen für die m Gröfsen: 

/ÖUja ÖUji\ /ÖUja , ÖUji\ ,. , „ , 



es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen 4=0 ist, 
einzeln: 

dp op Xj 



86) 



'ja 



8% _ 1 / 8üja , ÖUjA 



Wir erhalten so das folgende Resultat: 
II. Besteht zwischen den Funktionen 3So SSi $82 • . • einer 
Robinschen Reihe eine Relation von der Form: 

/Jo«o + ftSJi + ftSSa + • • • + /»p«p = 0, 

WO p eine endliche Zahl, ß^ ßi /J2 • • • ßp reelle Konstanten 
vorstellen, welche der Gleichung: 

genügen, so kann man SSq in der Form darstellen: 

aSo = Ui + Ug + . . . + Un (n ^ p) , 

wo Ui U2 . . . Un linear in SSo SSi . . . Sßp ausdrückbare, stetige 
allgemeine Potentialfunktionen des Innen- und Aufsen- 
raumes von «*) vorstellen, welche den Grenzbedingungen 
genügen: 

dp dp Xj \ dp dp 

Uj. = üj,, (j = l,2...n); 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 
^n (ü. 

Eorn, AbhandL 5. 3 
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dabei sind die Xj reelle Wurzeln der Gleichung: 

mit absoluten Werten ^1. Die Funktion f ist in der 
Form darstellbar: 

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus 63a). 
Setzen wir bei der Voraussetzung des Satzes II: 

U = aiUi +a2U2H hanUn, 

so genügt diese Funktion den Grenzbedingungen 61), wenn: 

88) aj = ^, (j = l, 2...n) 

Xj 

bei der Voraussetzung X=\= — Die Lösung des gestellten Proble- 

Xj 

mes hat somit, als Funktion von X betrachtet, einfache Pole an 
den Stellen: 

A = —, (j = l, 2...n). 

Xj 

Fragen wir nun, kann es noch eine andere Lösung U' der 
Aufgabe geben, so bemerken wir, dass in dem Falle der Existenz 
einer zweiten Lösung U': 

f 8(U^ - U)a d{U - U)i _ . r d{W - U)a d{U - V)i \ 

89) I dp dv ^ \ dp '^ dp r 

I (U' - ü)a = (U' - U)i 

sein müsste, nur um eine solche Funktion (ü' — U) kann sich U'' 
von U unterscheiden. 

§ 3. 
Wir betrachten jetzt den Fall, dass sich zwischen den 
Funktionen der Robinschen Reihe SBoSSiSS^... keine Relation 
von der Form: 

ßo^0+ßl^l+ß2^2 + -'+ß9^P = O 
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aufstellen lässt, wo p eine endliche Zahl ist und ßaßißi-'-ßp 
reelle Konstanten, welche der Gleichung: 

genügen. Wir bilden die Robinsche Reihe anstatt für die Funktion f 
für die Funktion: 






dv 



dv 



') 



+ • • • + 



«p(- 



dv 



a , 8%p-l,t 



)} 



+ V = i 



wo die «0 "i ^ • • • "p P + 1 reelle Konstanten vorstellen, welche 
der Gleichung: 

genügen, und für die wir uns noch weitere Bestimmungen vor- 
behalten. 

Wir bilden also successive die Funktionen: 



90) 



^o = -M"of-^{«i( 



dv '^ dv '"^ 



CO 



ö«p-i,. , 8»p-i,r 



--s^K 



+ «pI^^'--' + ^^^^)} 



Öv 



Ö|/ 



do) 



^Wpa ÖWni\ do) 



0) 



W2 



"^47rJ\ dv 



a 



+ 



3Woi\ da 
dv j V 

öwii\ dcö 
dv J V 



(O 



Wir wollen zeigen, dass wir bei genügend grofsem p die 
Konstanten a^a^a^. . . «p so wählen können, dass 

i_ /ii x= A Ti /A endliche Konstante,\ 
91) abs.(A^wj)<A.U,^ L echter Bruch j' 

wenn X eine beliebige, fest gegebene reelle Zahl vorstellt, so 
dass die Reihe 

92) w = Wo + i Wi + ^^ W2 + • • • 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- und Aufsen- 
raumes*) vorstellt, welche den Grenzbedingungen: 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 



an cü. 



3* 
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93) 






0\Va _ ÖWi j / 

dv dv \ 



Wa = Wi 



genügt. 

Setzen wir: 



94) ...„>=j[(^^y+( 

a(i) 



8w„ \2 



8y 



)'+(^)1-" 



so können wir nach Satz Ib), S. 25 für irgend ein bestimmtes 
endliches ra bei genügend grofsem p, da: 

durch geeignete Wahl von a,)aia2---«p erreichen, dass: 

Q^x ^mi + '^ma = endl. Konst. 



'fin-l,! + ^m-l,a ' Vp^ 

Bedenken wir jetzt, dass (m = 2, 3...): 



m 



-l,a + 'rm-l,l = \Wm-i f 



dv 



dy 



do). 



0) 






= \Wni 



=1 



Wni_2 



ÖWni_i,a , ÖWm-i,i 



aj/ 



- + 



O) 



^ 



Wm-2' 



öy 



ÖWmi 



dv 



ov 



jd«, 



dcö, 



O) 



i +a 



ÖWm OWni-2 , ^Wp aWm-2 , ^Wpi ÖWm-s'. , 

öx öx öy öy . 9z 9z 



somit: 



(^m-],a + ''^m-l,i)^<. (^m a + '»^m i) (^m - 2, a + ^m - 2, i) 

ist, so folgt: 
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Qßv ^m-l,a + ^iD-l,i=^ '^ma+^mi =-= endl.Konst. 
^m-2,a-r^m-2,i '^m-l.a + '^m -l,i yP 

Infolge dieses Schlusses von m auf m — 1 ist allgemein für 
jedes bestimmte, endliche m*), bei genügend grofsem p und ge- 
eignet gewählten 

otq «1 «2 . . . «p : 



T, 



oa 



+ ^0i ^la + ^ii Tm-i,a + ^m- l,i |/p* 



Man kann dieses Resultat aber auch für unendlich wachsende 
m beweisen: Man betrachte die für ein beliebiges endliches m 
unseren Voraussetzungen genügenden a^^^^ a^^^^ a^^^^ . . . «p^™)**) 
als Koordinaten von Punkten der Kugelfläche: 

98) V + «i' + «2' + -*- + <=l 

in einem (p+1) dimensionalen Räume, dann wird für die «q^"*) «i^"*) ... 
«pW eines gewissen Gebietes dm der Kugelfläche die Bedingung 97) 
erfüllt sein. 

Wir können in gleicher Weise, bei geeignet gewählten 

erreichen, dass: 

"^la ~r ^li = '^2a "T '^21^'^= =^ '^mai^mi 



99) 



^Oa ~r ^Oi '^ia"i"'^ii ^m — l,a "f" ^m — l,i 

-='«'iin-i,aH-'«^m+i,i = endl. Konst. 



ma 



wo die endliche Konstante rechts von m und p ganz unabhängig 
ist. Die Punkte: 

welche der Bedingung 99) genügen, werden einem Gebiete dm+i 
der Kugelfläche 98) angehören, welches ganz in dem Gebiete dm 
enthalten ist, da die Bedingungen 97) eine Folge von 99) sind. 
In dieser Weise fortgehend sieht man, dass das entsprechende 
Gebiet dm+2 ganz in dem Gebiet dm+i, ^m+z ganz in dm+2 ent- 
halten ist und so fort; daraus folgt, dass ein Wertsystem: 



«A «1 a 



^1 ^2 • • • ^p 

*) ^ 1. 

**) Ich füge die In die es (m) zur genaueren Bezeichnung hinzu. 
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existiert, für welches die Ungleichungen 97) auch bei unendlich 
wachsendem m erfüllt sind, und es ergiebt sich: 



100) rji + Tja<B'Lp2J, 
wenn wir: 

1 



101) Lp = - 

setzen und unter B eine endliche, von j ganz unabhängige Kon- 
stante verstehen. 

Man kann leicht aus 100) die Formel: 

■ 

102) Uwj - Cj)2 d« < ß . Lp*i 

ableiten, in der die Konstante Cj durch die Relation: 

103) (*(wj - Cj) d« = 

bestimmt ist und B wieder eine endliche, von j ganz unabhän- 
gige Konstante vorstellt. Ich folge hierbei einem Beweise von 
W. Stekloflf*): 
Man setze: 



.04) .; . jL|„, ^ , 



0) 

so dass: 

105) ^^-^^^ = Wj, 



dann ist: 



f o 1 fr^WiÖw/ ÖWi ÖWi' ÖWiÖWi'l 



Co 1 + a 

somit: 



106) ( j Wj'-^ d«]'^ (rji + Tja) (T'ji + T'ja), 



wenn wir: 



*) W. Stekloff, Ann. de Toul. 1900. 
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107) X'ji(a)=j 

i(a) 



[m'A^H'&v 



definieren. Nun ist nach 105): 



:',, + .',.=|w,w/d«, 



(O 



somit: 



108) (T'ji + T'ja)2<rwj2d(orw/2da>, 



(O OD 



und wir können die Formel 106) so schreiben: 



109) jwj2da)<(Tji + Tja) 




Wj'2 dcö 



CO 



Oi 



jw,' 



d(o 



CO 



Es folgt aus 104): 

r.'2 



Wi 



' ^16 



1 f gdcöfdo) 



O) et) 



somit: 



jw/ 



110) Iwi'^dcö 






O) 



CO 



wo M den gröfsten Wert vorstellt, den 



I 



CO 



do) 
r 



auf OD haben .kann, und wir können nun 109) in der Form 
schreiben: 



111) fwj2d«<I.(Tji + Tja), 
CO 
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wo t eine endliche Länge vorstellt, die lediglieh von der Gestalt 
der Fläche a> abhängt. Damit ist auch die Formel 102) bewiesen, 
da bei der Definition von G durch 103) 



1 (Wj — CjY dcö <: i Wj^ da». 



Ist nun X eine beliebige, fest gegebene Zahl, so können 
wir dadurch, dass wir 

machen (L irgend ein echter Bruch), erreichen, dass: 

112) A2j ("(wj _ Cj)2 do) ^ A . L2J 

CO 

wird, es folgt dann durch die Untersuchung (Lehrbuch der Po- 
tentialtheorie, Bd. I, S. 260—269), dass 

113) abs. (AJWj)^^.^J 

ist {A endliche, von j ganz unabhängige Konstante; A echter 
Bruch) und dass somit die Reihe: 

114) w = Wo + A Wi + A2w2 + • • • 

eine stetige, allgemeine Potentialfunktion*) des Innen- und Aufsen- 
raumes von co darstellt, welche die Grenzbedingungen: 



ÖWa ÖWi _ . /^ÖWa , 8Wi^ 

dp dv 



115) 



[dp '^ dp ) 



^{«.'-ihf-i--+^')+-+«'(%"^%"); 



Wa = Wi 

erfüllt. 

§ 4. 
Wir definieren jetzt die p + 1 Funktionen 

UÜ'U"...U(P)**) 
durch die p + 1 linearen Gleichungen: 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 
an (o nach der LiapounofFschen Untersuchung (Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. I, S. 344-349 und S. 832—339). 

**) Die Zeichen (j) sollen hier als Indices zu verstehen sein. 
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116) 



( «oU + «1 ü' + «jU" H h ffpU*) = w , 

U-AU' =SBo, 

W-X U" = SS, , 



U(P-')-AU(P) = Sßp_,, 

man kann dann zeigen, dass für den Fall des Nichtverschwindens 
der Determinante dieser Gleichungen; 



117) 



D = 



«0 


«1 


0^2 .. . 


«p 


1 


-X 


... 







• • 


1 

• • 


• . • • 




• • • 



118) 



...1 -X 

= (- A)p«o + (- ;i)p-»«i H Xup-i + «p 

die Funktion U eine stetige, allgemeine Potentialfunktion*) des 
Innen- und Aufsenraumes von w darstellt, welche den Grenz- 
bedingungen: 

) ov dp \ ov ov j 

I Ua = üi 

genügt. 

Wir schreiben hierzu die 2te bis (p + l)te Gleicliung 116) in 
der Form: 

119) UCJ-i)~AUü)~SSj_i = 0, (j = l**), 2...P) 

und folgern aus derselben: 

dv dv 



120) 



[ 



-1) f 



ÖUa^J-i) öUiÜ-D] 



dv 



dv 



-4 



8üa«) ÖUi(J) 



dv 



dv 






dv 



-{ 



833j-,.a eSBj- 
Ol/ 8*' 



1 

5v jj "' 



(j = l***), 2...P). 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitungen 
an (t), 

**) U^ - ^> steht im Falle j = 1 für U. 

***) a$Bj^.2,a ^gg^M steht im Falle j = l für (-2f). 
ov dv 
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Diese Gleichungen bilden mit der aus der ersten Gleichung 
116) und 115) folgenden Relation: 

P+1 



121) 






8SBj - ^. 
dv 



«in System von p + 1 linearen, homogenen Gleichungen in bezug 
auf die p + 1 Gröfsen: 



dv 



8y 

8Ui' 
8)/ 



A 



ÖÜa , 8Ü, 
+ 



8»' 



^'^- 



8v 

8LY 
dv 



+ 2f, 



8S8 



oa 



8v 



+ 



8» 



Ol 



8v 



8Ua(P) 8Ui(P) 
dv dv 



-X. 



+ 



8j/ 



8v 



(85ßp-,.a 8SBp_,,i 



dv 



dv 



Ist ihre Determinante D (117) 4=0, so müssen sie einzeln 
verschwinden; im besonderen genügt U den Grenzbedingungen 118). 

Nach den Definitionsgleichungen 116) ist U in der Form dar- 
stellbar: 

P 



122) U = 



D' 



wenn: 



123) P = 



w 


«1 


«2 . . . OTp — i 


«p 


SSo 


- X 


...0 





• • 


1 

• • • 


X ...0 




• • 1 



«p-1 



...1 



-;i 



Die Formel 122) stellt in jedem Falle die Lösung des gestellten 
Problemes dar, falls X nicht gerade eine Wurzel der Gleichung 

D=0 

ist. Dieser Ausnahmefall bedarf einer besonderen Diskussion. 



§ 5- 
Wir haben X bisher als eine bestimmte, fest gegebene reelle 
Zahl betrachtet, wir wollen jetzt X als eine beliebige, reelle Zahl 
mit einem kleineren absoluten Werte auffassen, als jene feste Zahl 
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besitzt. Die Funktion w, somit auch P ist in allen diesen Fällen 
eine stetige, allgemeine Potentialfunktion*) des Innen- und Aufsen- 
raumes von od; dagegen wächst die Lösung U unseres Problemes 
ins Unendliche, wenn sich X einer Wurzel der Gleichung 

D = 

unendlich nähert und nicht etwa auch gleichzeitig P zu null 
konvergiert. 

Die Wurzeln ^i, Ag-'-^p der Gleichung D = werden somit 
Pole der Funktion U in bezug auf die Variable X sein, falls die- 
selben nicht zugleich Nullstellen für P sind. 

Unsere wesentliche Aufgabe wird hiernach jetzt sein, das 
Verhalten der Funktion P an den Stellen 



zu untersuchen. 

Es folgt aus 123): 



/» — /«j, /«2, . . • Aj 



8Pa_8Pl 
dp dy 



-{ 






+ « 



P1 



f82Sp_,,,, eS3p-i.il 



dp 



öv 



a 



1 a2«"^p-i ^p 



2r+.|*-+?^. 



-X 0...0 



dp ^ dp 



K4fr+-^'h- 



A...0 











ß5Bp-2.a , 8a5p-2,il 



8v 



+ X 



dv 



dv 



dv 



0...1 



oder: 



124) ^-^^ = A/-'^ + -^P4-2f.D. 



Bezeichnen wir die Werte von P für 

A = Aj (j = l, 2...P) 



*) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitun- 
gen an 0), 
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mit Pj, so folgt: 



125) 



8Pj» 8Pji 
dy d}/ 



= h 



01/ "^ dp 



Definition. Wir bezeichnen als Poincaresche Funda- 
mentalfunktionen, welche der Fläche co zugehören, 
Potentialfunktionen des Innen- und Aufsenraumes von 
Cr), welche den Grenzbedingungen: 



d(D 



ja 



126) 



01/ 






(Z>ja = (Z>ji 



und der Relation: 



-' ro'+i 



'dy') ^\ dz 



?n 



dT=l 



genügen. X^ bezeichnen wir als die der Fundamental- 
funktion (Z)j zugehörige Zahl. 

Fügen wir den so definierten Fundaraentalfunktionen das 
Potential der natürlichen Belegung*) von «: 



128) ö>o=Jä^, 



0) 



das durch die Bedingungen: 



129) 



I' 



/fdft) = l. 



(0 



r-- 



0) 



const. = r (im Innenraume von w) 



O) 



definiert wird, als Poincaresche Fundamentalfunktion nullter 
Ordnung mit der zugehörigen Zahl: 

130) Ao = l 
hinzu, so können wir jetzt das Resultat 125) auch so aussprechen: 



Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 344. 
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Die Werte, welche P für 

A — Ai y An • . • A p 

annimmt, sind entweder identisch null oder Poincaresche Fun- 
damentalfunktionen, multipliziert mit von null verschiedenen 
Konstanten. 

Der einzige hierin liegende Schluss, der noch einer beson- 
deren Begründung bedarf, ist der, dass die Funktionen Pj infolge 
von 125) wirkliche Potentialfunktionen des Aufsen- und Innen- 
raumes von CO sind, d. h. dass ihre sämtlichen ersten Ableitun- 
gen bis an die Fläche cö heran eindeutig und stetig sind. Es 
folgt dies leicht aus der Relation: 

P = ^ rr^^ja aPjAdft)^ ^j r/aPja aPjAda) 

^ 4nJ\ dp dv ) V 47rJV dv '^ dv ) v ' 

(O CD 

da nach dem Hilfssatz, Abhandlung zur Potentialtheorie III, S. 9, 
die absolute Differenz der Werte von 

ÖPja , ö^ 

für zwei beliebige Punkte (5i ^i ?i) und (?2^2Q der Fläche in 
genügend kleiner Entfernung ri2 

= .._j( A endlich, \ 
^12 [^ echter Bruch; ' 

mit Rücksicht auf die Erweiterung des Satzes Vb, Lehrbuch der 
Potentialtheorie, Bd. I, S. 392. 

Die Wurzeln ^, denen Fundamentalfunktionen entsprechen, 
können nicht Doppelwurzeln der Gleichung D = sein. Für eine 

solche Doppelwurzel wäre 37 = 0, somit nach 124): 



dy\dX ) dv\ dX ) ~ '^ [dy\' dX~) '^ dy\ dX ) \ + V^ 



a , ePji 

" + "8,^ 



Multiplizieren wir diese Gleichung mit Pj und integrieren 
über «, so folgt mit Rücksicht auf: 
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^[r«(S--)-|(t)]-=If(^-^')^- 



0) (A 



^[r.ri-+Äf5')]-=If(^+l^)- 



Cr) m 

und 125): 

jp,(^.^).,4j[(t)%(f)%(i^)l*=o. 

Co i + a 

Pj = const. = 0, 

womit die Behauptung erwiesen ist, dass einer Doppelwurzel Xj 
keine Fundamentalfunktion Pj entspricht. 

Es ist ferner leicht zu ersehen, dass die Wurzeln ^j der 
Gleichung D = 0, denen identisch verschwindende Pj entsprechen, 
nicht Pole für die Lösung 

unseres Problemes sein können, da in diesem Falle — wenn das 
betreffende >lj eine m fache Wurzel der Gleichung D = ist 
(m = 1, 2 . . .p): 

dD _ d^D _ _ d° ^--^D _ d^ 
A\~ AI' Al^-^ - ^' AX^ *^' 

dmp*) 
Hirn 

u = 



d°^D 
dA°^ 



*) Dies ist ohne weiteres für m = 1 klar; für m = 2 folgt aus 124) und 

J-pv 

-— = nach der obigen Betrachtung, da nun das betreffende l eine 

Doppel Wurzel der Gleichung D = ist: 

d^P 

= 0, somit U = -j.,^ 



dA "' " " d^ 

dA'* 
und so fort, für m = 3, 4 . . . p. 
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und -ry^ an den Stellen A = Aj eindeutig und stetig ist. Wir 

können das Resultat der Paragraphen 3 — 5 in folgender Weise 
zusammenfassen: 

IIL Besteht zwischen den Funktionen SSoSSi SB^ ... einer 
Robinschen Reihe keine Relation von der Form: 

wo p eine endliche Zahl, ßoßi*--ßp reelle Konstanten 
vorstellen, die der Gleichung: 

ßo"^+ßl^ + ß2^ + -'+ßp'=i 

genügen, so kann man für ein beliebiges l mit einen* 
absoluten Werte 

=^1 /, endl. Konst. 
<:t— ' tjm = rz= — 

(wenn m eine beliebig grofse, fest gegebene Zahl vor- 
stellt), eine Lösung U des gestellten Problemes in der 
Form angeben: 

wo ^1 ^2 • • • ^n bestimmte, von einander verschiedene 

Zahlen [mit absoluten Werten <| — J sind, V für jeden 

Wert von X eine stetige, allgemeine Potentialfunktion**) 
des Innen- und Aufsenraumes von co darstellt und (ab- 
gesehen voi\ einem konstanten Faktor) für 

A = Aj(j = l, 2...n) 

in eine Poincaresche Fundamentalfunktion mit der zu- 
gehörigen Zahl Ij übergeht. 



*) Für den Fall n = soll die rechte Seite einfach für V (A, x, y, z) 
stehen. 

**) Mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen normalen Ableitun- 
gen an üj. 
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Die kurze, auf den Satz II folgende Betrachtung (S. 34) 
zeigt uns, dass der Fall: 

/?oS?o + ft SSi + • . • + /^pSSp = 0, (p endlich) 

keinen Ausnahmefall des vorstehenden Satzes darstellt: 

Zusatz 1 zu III. Der Satz III gilt in gleicher Weise, 
mag zwischen den Funktionen 3So SSi 332 .. . der Robin- 
'schen Reihe eine Relation von der Form: 

/?oSSo + AS5i + -..+/?p»p=0, 

(p endlich, /?oA---/^p reelle, der Gleichung: 

genügende Konstanten) möglich sein oder nicht. 

Zusatz 2 zu III. Für irgend ein von ^ ^2 • • • -^n ver- 
schiedenes A kann sich eine andere Lösung U' des gestellten 
Problemes nur um eine Funktion U' — U unterscheiden, 
die selbst eine Poincaresche Fundamentalfunktion mit 
dem betreffenden X als zugehöriger Zahl vorstellt. 

Dies folgt genau, wie in dem Spezialfälle S. 34. 

Die Frage nach der Existenz .der Lösungen des gestellten 
Problemes wird durch den Satz III vollständig beantwortet, wir 
wollen uns nun besonders mit den Polen dieser Lösungen und 
den Poincareschen Fundamentalfunktionen beschäftigen, welche 
diesen Polen entsprechen. 

§ 6. 
IVa) Die einer Poincareschen Fundamentalfunktion Uj 
zugehörige Zahl Aj ist eine reelle Zahl, die entweder 
= + 1 ist oder einen absoluten Wert >> 1 besitzt. Setzt 
man: 



m T„,.,=fp)V(^')V(5)- 



dT, 



so ist: 



'^^> l;-m- 



Dies folgt unmittelbar analog S. 30 und mit Hilfe 
Formeln 126). 



der 
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IVb) Für jede Poincaresche Fundamentalfunktion 
bestehen die Formeln: 



134) 



^ 27rJl-Aj 8v r 2njl+lj dv 



a 



do) 



Cd 



O) 



1 f ^j ^ COS (ry) , ,. ' T X 

= s— \:r- rS- ^j s— ^aw (im Innenraume), 



O) 



_ 1 r Aj 



cos (ri') , ,. . . . 
— ^d« (im Aufsenraume), 



Cr) 



Die Formeln 134) ergeben sich aus 126) und den Green- 
schen Formeln. 

Zusatz zu IVb). Ist |Aj| gröfser, als eine bestimmte, 
lediglich von der Gestalt der Fläche cö abhängende Zahl 
M, so besteht die Ungleichung: 



135) abs. <2>j < a 






wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche « 
abhängende Konstante vorstellt und s eine von null ver- 
schiedene, endliche, positive Zahl, die man im übrigen 
um so kleiner annehmen kann, je gröfser |Aj| ist. 
Es folgt in der That aus 134), dass auf der Fläche w: 



0,=- 



h 



2n 



J-0, 



COS (r*') 



.2 



den 



0) 



<o 



Hieraus ergiebt sich mit Hilfe der Untersuchung, Lehrbuch 
der Potentialtheorie, Bd. I, g. 261—263 (vgl. Poincare, acta 
mathematica 1895, S. 108 — 113), bei genügend grofsem Xji 



abs. 



a)j<|lj| j / (a)j2da) (a+ V/J — rlogP) + |ij|cPabs.Max.(Z)j, 



(0<P<d), 



ö* 



ji 



dy 



*) Im Falle Aq = 1 soll an die Stelle von ^'^ die natürliche Belegung 



H von (ü treten, noch multipliziert mit 2n, 
Korn, AbhandL 5. 



1-A, 
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wo aßydc endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von der 
Gestalt der Fläche « abhängen, und P beliebig zwischen den 
Grenzen und Ö gewählt werden kann. 

Nun ist: 
j^.d. 5 e„dl. Kon,l.|[(^)- + (^)' + (^)'] d., W S. 39) 



1 + a 



endl. Konst. 






[nach 127) und 133)] 



es folgt somit, wenn wir: 



P = 



2c|ij 



setzen und bedenken, dass dann bei genügend grofsem Xy, 



« + V/^-rlogP<it* A, 



(/i endliche, nur von der Gestalt der Fläche w abhängende Kon- 
stante, e von null verschiedene endliche, positive Zahl, die man 
im übrigen um so kleiner annehmen kann, je gröfser Aj ist), die 
Behauptung. 

IVc) Setzt man: 

1 /ö<z)ja . ea)ji' 



136a) f = -- -^^ + 



dv 



wo <Z>j eine Poincaresche Fundamentalfunktion mit der 
zugehörigen Zahl /j vorstellt, so ist die entsprechende 
Robinsche Reihe: 



136b) U = S8o + ^35i+A2gS2 + ...= 



Zusatz zu IVc). Setzt man: 



<Pj 



Aj-A 



, {.W<\k\). 



137a) f=- 



L r^®» 
["^l^ 



Ö®la , 8ä>ti 



+ 



dv 



-\- ' • • -\- a. 



dv "'' dv )]' 
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WO «1 . . .«p Konstanten, (Pj . . . (f)p p Poincaresche Funda- 
mentalfunktionen mit den zugehörigen Zahlen A^ . . . Ap 
vorstellen, so ist die entsprechende Robinsche Reihe: 



137 b) U = SSo + ^»i+^'2Jo + 



_vi. «j^ 






Ap| 



solange \X\ kleiner als die kleinste der Zahlen \Xi\ •• 
und p eine endliche Zahl ist. 

IVd) Es existiert für jede stetig gekrümmte, ge- 
schlossene Fläche CO eine endliche, positive Zahl m von 
solcher Beschaffenheit, dass, falls p eine beliebige end- 
liche, positive Zahl >m vorstellt, die Anzahl der über- 



haupt möglichen, linear unabhängigen Poincareschen 
Fundamentalfunktionen 0j (mit zugehörigen Zahlen Aj, 

deren absolute Werte ^|r-j ^p sein muss. 

Zusatz 1 zu IVd). Die Anzahl der in einem endlichen 

Intervalle 

1 ^ abs. Aj < m 



möglichen, linear unabhängigen Poincareschen Funda- 
mentalfunktionen 0j zugehörigen Zahlen Xj ist endlich. 

Zusatz 2 zu IVd). Die Anzahl der möglichen, linear 
unabhängigen Poincareschen Fundamentalfunktionen 
(f)j mit derselben zugehörigen, endlichen Zahl Aj ist 
endlich. 

Der Beweis der Sätze IVc) und IVd) mit ihren Zusätzen 
ist den Beweisen der Sätze IVc) und IVd) und ihren Zusätzen 
für Le Roysche Fundamentalfunktionen, Abhandlung 3, S. 43 — 45, 
Schritt für Schritt parallel. 

IVe) Sind (Pj und 0y^ irgend zwei Poincaresche Fun- 
damentalfunktionen mit den von einander verschiedenen 
zugehörigen Zahlen Aj und Ak, so ist: 



138) 



i(a) 



oy öy dz oz J 



^W "^ öy Öy 



ßi =t= Ak). 



4* 
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Wir multiplizieren zum Bev/eise die Relation: 



8«>ja 8Ö>ji , /Ö«».!. , 8% 



dp cp ^\ dp ^ dp 

mit (f)k und integrieren über w, dann folgt: 



O) O) 






(0 



-'^H-t'r^-^V-' 



CO 



somit: 



h(^'+^')^-=».ft+4). 



O) 



und hieraus die Behauptung. 

Zusatz zu IVe). Können wir eine stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes von w 
[mit (abteilungsweise) eindeutigen und stetigen norma- 
len Ableitungen an co] in der Form darstellen: 



139)*) F = C,0,+C,0, + C,0,+ 



• • 



wo 0^ 02 0s ' ' ' Ppincaresche Fundamentalfunktionen 
mit von einander verschiedenen, zugehörigen Zahlen 



*) Beginnt diese Reihe mit einem Gliede Co^o? so ist: 



J*o-g^d«..C„=J<l.o-g^dü,, 



(t> CO 



oder: 



1 r^F. 

UOa) Co = ^J-g^d«,, (vgl. S. 44). 



(O 
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Jli >lo>lj,. . . vorstellen, so müssen die Konstanten Cj die 
Werte haben: 

.40, „ = -fr^a.=|-;-iJp^-a.. 



«/ 



Wir haben zum Beweise nur die Formel 139) mit -^ resp. 



Ö0J 



- zu multiplizieren, über « zu integrieren und die Formeln 

138), 127) zu beachten. 

Die Frage nach der Möglichkeit solcher Entwickelungen soll 
uns im folgenden Abschnitt beschäftigen. 



III. Abschnitt. 

Über die Reihenentwickelungen nach Poincar^schen 

Fandamentalfanktionen. 

§ 1- 

Die Untersuchung, welche uns zu dem Satze III führte, hat 
uns gelehrt, dass jedem Pole /j der Lösung ü der Randwertaufgabe: 

(i3i*:si.), 

Ua=Ui, 

wo p eine endliche, im übrigen beliebig grofse positive, ganze 
Zahl vorstellt, eine Poincaresche Fundamentalfunktion <l>j mit der 
zugehörigen Zahl Aj entspricht, und dass die Anzahl dieser Pole 
höchstens = p ist, wenn man p gröfser annimmt, als eine be- 
stimmte endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche cö ab- 
hängende positive Zahl m. 

Wir definieren nun die Funktion rp der Stelle auf o) durch 
die Gleichung: 

141) rp = f-^ G, (^--^ + — _j + ... + Cp^-^ + -^jl 
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Tvo: 

142) Cj = (Aj-l)rf0jd«*)j = l,2...n, (0^-n 

entsprechend den n Polen von U im Intervalle: 

1 



P). 



Lp' 
während: 

143) Cj=0, (j = n + l, n + 2, . . . p) 

sein soll, und wir wollen jetzt stets von der Funktion f voraus- 
setzen, dass: 

1 /9Fa . ÖFi 



'«) '=i(^+^?). 



wo F eine der Grenzbedingung: 

145) Fa = Fi (an «) 

genügende Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes von cö 
vorstellt; es ist dann auch 

146) Rp = F-Cia)i~C2(D2 CpÖ)p 

Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes von cö. 

§2. 

Wir betrachten die Lösung V der Randwertaufgabe: 

ÖVa_8V^_^/^ÖVa . d\\\ /ÖRpa , ÖR, 






147) \ dy dp V ö^ 

Va = Vi, 

welche wir analog der zu dem Satze III führenden Untersuchung 
zu finden im stände sind, und wir wollen zunächst zeigen, dass 
die Werte 

*) Im Falle des Auftretens der Fundamentalfunktion *o soll das 
entsprechende : 

142) Co = -^ ff da, 
sein. 
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nicht Pole dieser Funktion V sein können. Denn es folgt, wenn 
wir die erste Gleichung 147) mit 0j multiplizieren und über w 
integrieren, mit Rücksicht auf: 

00 

dsLss * 

,«,„_„jV(ig.-^)d«=o. 

Ist Aj das absolut kleinste ^j, so ist das durch die ent- 
sprechende Robinsche Reihe: 

149) V = vo + Avi + P\2 H 

definierte V**) (vgl. Zusatz zu IV c S. 50): 

150) V = ü + 2i|^. (I^l<:|^l), 

wenn 

151) U = «Bo + ^S3i + il'SSij + • • • 

Nun ist nach Satz III: 

152) U = =^, (|X|<|Äj|), 



*) Es ist nach: 

0} (t) 

wenn Ä die natürliche Belegung von w, r den konstanten Wert ihres 
Potentials im Innenraame bezeichnet.) 

**) Vo Vi V2 . . . definiert durch die Gleichungen : 

_ 1 Cf ^^pa ■ ^l^pi \dü) 
^'~ 47rJV öl' "^ a*' 



1 f/ÖV:, a av 
(j = l,2...). 



j-i,i\d(tf ^ 

dv ) r 
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wo: 



153) lim (/^=CjÖ)j 



X=X; 



und Cj eine Konstante vorstellt. Setzen wir unter Berücksichtigung- 
von 152) den Wert von 149) in der nach 148) folgenden Gleichung: 

.54, a-5,fv(f--_f-')d„-0 



CO 



ein, so folgt durch Übergang zur Grenze (A = Aj): 

155) ^ = -Cj, 

die Stelle A = Aj ist somit kein Pol für V, und es kann V über- 
haupt keinen Pol X mit absolutem Werte ^|Aj| haben. 



Es folgt aber auch aus 150), 152), 155), dass der Radius 
des Konvergenzkreises der Reihe 149) nicht mehr |Aj|, sondern erst 
das nächst gröfsere jÄjl sein kann; es gilt somit die Formel 150) für 

und so fort; wir finden auf diese Weise, dass die Reihe 149) für 
alle Werte: 

= 1 



konvergiert, somit die durch diese Reihe dargestellte Funktion V 
in diesem Intervalle keinen Pol besitzt. 
Wir folgern hieraus, wenn wir: 



.^, r»,„4f(g)Vr»3V 



a(i) 



+ 



{-^J 



+ 



5)1 



dT 



setzen, dass: 



157) J>A±Ty^Lp^ 



da (man vgl. S. 37): 



^1 a + '^li == ^oa + '^2i 



•'oa4" -'oi -'ia+ -«li 
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und mit Hilfe dieser Ungleichungen aus: 

•* 0» I •* Ol 

Lp>J(Tja + Tji) i^ (Toa+ ToO/uJ, {fl > 1) 

folgen würde. 

Es ist andererseits wegen: 

^Vpa 8vot^ /eRpa 8Rpi\ 

Cd 



-^(-a^-^>- 



(0 



JV 9x 8x "^ 8y 8y "^ öz 8z j ' 



1 + a 
somit: 



X.8, r.+ ..,5l/(r..+r,„J[(-l.)V(^)%(l.)]-... 

^ i+a 

.Macht man hierin von der Ungleichung 157) Gebrauch, so 
folgt : 

i + a 
Es ist weiter nach 146)*): 



*) Man hat hierzu zu bemerken, dass 



tti 
und: 






r /9*ia ö'"ii\ 2Aj f a*ii 
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i + a 



160) 



rr/ÖRn\2 . /'8Rn\2 . /8R„\2- 



8x 



-■*m<m 



dr 



-mhi^hmi 



dr 



i + a 



2Aj 



Diese stets positive Gröfse nimmt also mit wachsendem p 
l da j — ^ > j fortdauernd ab, so dass, wie grofs auch p sein mag: 



I 



8Rn\2 . /8R„\2 . /0Rn\2 



+ 



»v+r 



dx J ' V öy / \ öz 
i+a 

somit nach 159): 

i + a 



'jMii^hm'^m 



dtr. 



1+a 



2 /aRp\2 . fdür^vn^ 



öy 



y + l^Y] < V • endl. Konst., 



wo die endliche Konstante von p ganz unabhängig ist, und (man 
vgl. den Beweis S. 39): 

162) fRp^d« 

Cd 



Ln^ • endl. Konst. 



Wir können somit die folgenden Sätze aussprechen: 

i + a 1 

Vb) Es ist innerhalb des Innenraumes sowohl, als 
auch des Aufsenraumes von «: 



2**\ 



164) F = 0^0^+0.202 + 



2A 



*) Im Falle des Vorkommens der Funktion 4>q ist für das entsprechende 
C^ zu setzen: 4nr*Co^. 



**) Im Falle des Vorkommens von «/>o ist an Stelle des entsprechenden 

2A. -, 
J Cs* zu setzen: Anr* Cn". 
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Der Salz Va) folgt unmittelbar aus der Formel Ißl), der 
Satz V b), wenn man bedenkt, dass nach einem bekannten Satze 
über die Greensche Funktion (man vgl. z. B. Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. II, S. 347) : 



Rp (X, y, z) = + j^j Rp -g^ d«, 



wo G die Greensche Funktion der Fläche « in bezug auf den 
Punkt (xyz) darstellt und das positive oder negative Zeichen zu 
wählen ist, je nachdem (xyz) im Innen- oder Aufsenraume von 
w liegt. Es folgt so: 

_ 1 f r/ öfi \2 



Rp^d« 



m) -' 



(O 



09 



somit der Satz V b) aus Formel 162), da 



m) 



do) 



CO 



endlich ist, solange man sich in endlicher Entfernung von o) hält. 



3. 



Wir setzen jetzt: 
165) Pp 



=^^~2^r' 



cos (rv) 



,2 



do) 



CO 



im Innenraume von «, so folgt mit Rücksicht auf: 
dass: 



1 f^COS(n'), 1 w. / 1 ^nA\ 

^ ^ -^ do) = - -^ ©j , (nach 134), 



CO 



166) 



CO 



Nun ist an der Fläche w: 

_ A 
~ 2n 



167) Pp 



j Rp ^L^) da, 



CO 



<o 
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und es folgt mit Hilfe der Untersuchung, Lehrbuch der Potential- 
theorie, Bd. I (S. 261 — 263) (vgl. Poincare, acta niathematica 1895, 
S. 108-113): 



VJ' 



168) abs. Pp < 1/ \ Rp2 dw (« + \ß-r log P) + cP abs. Max. Rp 



0) 



(0<:PSrd), 

wo aß y 6 c endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von der 
Gestalt der Fläche abhängen. 
Nach 146) ist nun: 

abs, Rp ^ abs. Max. F + VGiM=C7+^^'^+V ^'^i^+^2^+'" + ^v^ 



a.s.Ma.r+jr(g)'+(|)V(|;]d..Vp-:^ 



p2(l + ,) 



1 + a 

bei genügend grofsem p (nach Formel 163)*) S. 58 und 135) 
S. 49), wo «2 eine von p unabhängige Konstante und e eine von 
null verschiedene endliche, positive Zahl vorstellt, die man im 
übrigen um so kleiner annehmen kann, je gröfser Xp ist. Es 
folgt somit: 

169) abs. Rp<a + b.pi8 ', 

wo a und b von p ganz unabhängige, endliche Konstanten vor- 
stellen. 

Wir setzen jetzt in 168): 

170) P=Lp-^— ^--. 

c(^a + bp'ö ^) 

dann folgt aus 168) mit Rücksicht auf 169): 



l/B~Glog/] 



1 




171) abs.Pp^Lp ( A+l/ B~Glog/Lp- ^ 

c l^a + b p^^ 

wo A B C a b c von p unabhängige, endliche Konstanten sind, und 
die rechte Seite kann durch Vergröfserung von p unter jeden be- 



*) Mit Rücksicht auf 
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liebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden. Wir erhalten so 
den folgenden Satz: 

Via) Ist F irgend eine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von 0), so gilt in ganzer Erstreckung des Innen- 
raumes von o) die Entwickelung: 



172) F 



wo: 



U^ 



cos (rv) 



2jr 



dft» + Co <Po + Ci Ö>, H + CjÖ>j + 



<=j = TrV 



173) 



0(&ji 



^ ,F-g^d«, (j = l,2...) 



CO 



(co = -^fFHd«*)). 



CO 



In genau analoger Weise folgt: 

VIb) Ist F irgend eine Potentialfunktion des Aufsen 
raumes von «, so gilt in ganzer Erstreckung des Aufsen 



raumes von w die Entwickelung: 



174) F = -^Jf 



cos(n') j ^ ^. ^ 

— i~- da> - c, 00 - c, 01 Cj Ö>j 



(Ü 



^i- 



Bemerkung. Die Fundamentalfunktionen 0q Oj . . . 
.. können durch die Lösung der Randwertaufgabe: 



dy dv \dy dy J 



( 



8Fa 8F, 
dp dv 



erhalten werden. 



§4. 



Man bemerkt leicbt, dass die Untersuchungen dieses Ab- 
schnittes auch dann noch gelten, wenn F nicht mehr Potential- 



*) H natürliche Belegung der Fläche w, r das konstante Potential 
derselben im Innenraume von w. 
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funklion des Innen- und Äufsenraumes von « ist, sondern lediglich 
eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- und Äufsen- 
raumes von (o mit (abteilungsvveise) eindeutigen und stetigen 
normalen Ableitungen an «.*) 



IV. Abschnitt. 
Die Methode des arithmetischen Mittels, 

§ 1. 

Die Lösung U der Randwertaufgabe: 

Oy OP \ OV Oif J 



*) Eine ähnliche Bemerkung lässt sich in bezug auf die Untersuchun- 
gen des IIL Abschnittes der Abhandlung 3 machen. Wir haben dort vor- 
ausgesetzt, dass F Potentialfunktion des Innenraumes von (a sei, und das& 
(p der Bedingung genüge: 



ir/ \ / m=a1 — X f-^ endlK 

abs. [q> (xa 72 Zg) — gp (xj yi Zi)] < A • r J^ ( i^^i 



= A ,.1-X/^A endlichN 



(man vgl. die Berichtigung am Schlüsse der Abhandlung 4). Wir können 
die Untersuchung auf den Fall ausdehnen, dass F lediglich normale (ab- 
teilangsweise) eindeutige und stetige Ableitungen hat, und dass ^ nur an 
w (abteilungsweise) eindeutig und stetig ist. Ja, es ist leicht zu übersehen 
dass bereits die Bedingung genügt, dass 



i[©'+(|j+(s;]* 



einen bestimmten Sinn hat, also z. B. wenn F endliche, tangentiale erste 
Ableitungen hat. (Vgl. Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 338, 31.) 
So wird der Satz VIb) in dieser verallgemeinerten Form die Möglich- 
keit der Entwickelung einer Potentialfunktion U des Innenraumes von (s> 
nach Le Royschen Fundamentalfunktionen: 

U = Ci Vi + C2 Va H H Cj Vj H 

aussagen, wenn die Funktion 

au 



7>^ 
an cü endliche, tangentiale Ableitungen besitzt. 
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besitzt den Pol 



1=1, 



wenn: 



i 



f d« =t= 0, 



0) 

die übrigen Pole müssen nach Satz III von 1 verschieden und 
nach Satz IV a) somit >1 oder <: — 1 sein, in strengem Sinne. 
Nach der Untersuchung S. 55—56 hat somit die der Randwert- 
aufgabe: 



=K'^+^)-^('--H' 



175) { dv dv 

Va = Vi 

entsprechende Robinsche Reihe: 

176) V = Vo + -lv, +A2V2 + ... 

einen Konvergenzradius, der in strengem Sinne > 1 ist, und 
zwar brauchen wir für diese Untersuchung gar nicht vorauszu- 
setzen, dass f in der Form 

1 /^öFa . öFi 






darstellbar ist (F Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes), 
sondern es genügt unsere frühere Voraussetzung, dass f auf a> 
lediglich (abteilungsweise) eindeutig und stetig ist. 

Wir haben auf diese Weise allgemein den Satz bewiesen: 

Vlla) Zur Bestimmung der stetigen, allgemeinen 

Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsenraumes einer 

beliebigen geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w^ 

welche an der Fläche w die (abteilungsweise) eindeutigen 

und stetigen, normalen Ableitungen f besitzen ( \fdft> = Oj^ 

Ol 

kann man sich stets der Neumann-Robinschen Methode 
des arithmetischen Mittels bedienen. 

§ 2. 
Infolge des früher von mir bewiesenen Zusammenhanges der 
Neumannschen Methode mit der Methode von Robin (Lehrbuch 
der Potentialtheorie, Bd. I, S. 248—254, Formeln 102), 116), 123) 
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ist nunmehr mit Rücksicht auf den Satz VII a) die allgemeine 
Gültigkeit dieser Methode zur Lösung des Dirichletschen Problems 
bewiesen, sobald: 



L ^ ff ^Qs (ry) , 

271 dvj r^ 



01/ 

CO 



CO 



(f die Randwerte der gesuchten Funktion) an o) (abteilungsweise) 
eindeutig und stetig ist. Hierauf führen die Hilfssätze 1 — 3, 
Abhandlung 1, in derselben Weise, wie es dort für Flächen 
durchgeführt wurde, die in bezug auf einen inneren Punkt konvex 
sind, zu dem Endresultat: 

YUb) Die Neumannsche Methode des arithmetischen 
Mittels ist stets zur Lösung des Dirichletschen Problemes 
anwendbar^ bei beliebigen geschlossenen^ stetig gekrümmten 
Flächen co und beliebig vorgeschriebenen (abteilungsweise) 
eindeutigen und stetigen Bandwerten. 



Anhang. 



Le Roy hat in seiner mehrfach citierten, an fruchtbaren Ideen 
reichen These: Sur Tintegration des equations de la chaleur*) 
den Satz aufgestellt, dass die Poincareschen Fundamcntalfunktionen 
mit einer besonderen Klasse Le Royscher Fundamen talfunktionen**) 
identisch sind, im Innenraume von « mit den Funktionen Vj, 
welche den Grenzbedingungen: 

entsprechen (^j positive Zahlen), wenn H die natürliche Belegung 
von €0 vorstellt. Die einmal zur Sicherung jenes Beweises noch 
notwendige Darlegung, dass H an jeder Stelle von « von null 
verschieden ist, lässt sich — das möchte ich hier beiläufig an- 
führen — ohne gröfsere Schwierigkeit, in einer dem Beweise in 
der Ebene (Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, S. 348 — 354) 
analogen Weise geben, dagegen beruiit leider der Le Roysche 
Beweis, dass aus der Gleichung: 



die Gleichung: 



rHVjVkd(» = 0, M + A) 



(ü (O 



*) Ann. de TEcole Normale 1898. 
**) Le Roy behandelt — was für diese Bemerkung unwesentlich ist — 
an der betreffenden Stelle anstatt der obigen Vj die den Grenzbedingungen: 



a V. öV- . 



entsprechenden V-. 
Korn, Abhandl. 5. 



— Ge- 
folgt, wenn Vja V^a die Potentialfunktionen des Aufsenraumes sind, 
deren Grenzwerte an w mit denen von Vj V^ übereinstimmen (ein 
Beweis, der gleichfalls zur Darlegung der Richtigkeit des obigen 
Satzes notwendig ist), auf einem Vorzeichenversehen, das ich 
erst kürzlich bei einer eingehenden Durchsicht der Le Royschen 
These entdeckt habe, und die allgemeine Gültigkeit des Satzes 
ist somit in Frage gestellt. 



Berichtigungen. 

Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. I. Seite 258, Zeile 2 von unten, 
,. 2®-^ + l , ,, 2®2-|-i 

Lehrhach der Potentialtheorie, Bd. II. Seite 349, Zeile 4 von 
unten, lies 287 statt 387. 

Seite 350, Zeile 14 von oben, lies 

r = R — ro statt R = R--ro. 

Ahhandlangen zur Potentialtheorie 3. Seite 15, lies 

abs.cos(9?i') statt abs.Max.cos(9iy). 

Abhandlungen zur Potentialtlieorie 4. Seite 6, Zeile 16, ist i an 
Stelle der Indices co und t der Integrale zu setzen. 

Seite 13, Zeile 5, lies i' statt i. 

Seite 54, Zeile 1: „Ist dieser Hilfssatz einmal bewiesen" 
steht hier im Sinne von „Nach Beweis dieses Hilfssatzes." 
Der Beweis desselben in der Zarembaschen Arbeit folgt 
völlig streng aus dem Satz Seite 6, ebenso stellt die kurze 
Untersuchung Seite 52 — 53 einen völlig strengen Beweis dar. 

Seite 55, Zeile 6 von unten, lies k = statt k = oo . 
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Berichtigung. 

Abhandlongen zur Potentialtlieorie 5. Durch eine freundliche 
briefliche Mitteilung von Herrn S. Zaremba bin ich darauf 
aufmerksam geworden, dass der Untersuchung^ über die Ent- 
wickelung einer Potentialfunktion nach Poincareschen Funda- 
mentalfunktionen folgendes hinzuzufügen ist: 

Seite 58, Zeile 7 von oben vor der Formel 161), sowie in 
den Sätzen V und VI, S. 58 und 61: „falls die Existenz 
einer Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes ge- 
sichert ist, welche den Grenzbedingungen: 

^Fa_ÖFi_80a^l^i ] 

dy dv dp dv ^ \ an w 

Seite 61 kann man den Sätzen Via) und VIb) den folgen- 
den Zusatz hinzufügen: 

Zusatz zu Via) und VIb), Weifs man nichts über 
die Existenz der Funktion <P, so gelten dennoch, 
wenn man 



^=-iy°HP-''' 



2Ö, = 4^(28.» + 2öu) -'-^^ da. 
setzt, die Entwickelungen: 

F = -^, + m2 + ro0o + ri0i + '" + rj% + " 

(in ganzer Ausdehnung des Innenraumes), 
(in ganzer Ausdehnung des Aufsenraumes), 



wo 



p-j = - ^pJf -^Ai d« (j = l,2...), 



y, = M FÄd« 

Diese Bemerkung hat auf die Untersuchung des IV. Ab- 
schnitts (die Methode des arithmetischen Mittels) keinen 
Einfluss. 



t 
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